Alunos do ITA Resolvem

()
Prova de Matematica — IME 2005/06

Equipe:

Anisio Medrado, Arthur Pereira Duarte, Caio dos Santos
Guimaraes, Ednardo Dantas, Felipe Correa de Moraes,
Helder Toshiro Suzuki, Ishai Elarrat, Luiz Adolfo Schiller,

Rafael Daigo Hirama e Rafael Louzada (alunos do 1° ano do
ITA).

Comentario:

A prova do IME, como de praxis, apresentou questdes
abrangentes, porém algumas com nivel de dificuldade
bastante elevado. Podemos dizer que as questdes faceis da
prova, nao foram tao faceis e as questoes dificeis nao tao
dificeis, se compararmos com a prova do ano anterior.
Algumas questdes de solucdes longas e trabalhosas
poderiam ser simplificadas por alunos mais atentos (como a
questdo 7 a questao 2). No geral a prova apresentou o nivel
adequado esperado para uma prova de Matematica do IME.



Questao 01
Solucao por: Rafael Louzada, Helder Suzuki

Seja R=(a+bi) a razao da PA , onde a e b sao reais

a;=1-1
{an =r+si
ap=a;+(n-1)R=r+si=(1-i)+(n-1)(a+bi)=r+si

Da identidade dos complexos temos:
1‘=1+(n—1).a (I)
s=(n-1)b-1

Temos também que:
a,+R=a,,q =>r+si+a+bi=(r-s)+(r+s)i

De onde segue a identidade:

r+a=r-s a=-s
(In
{s+b=r+s:>{b:r

De (I) e (II) temos que:
r=1-(n-1)s r=1-(n-1).(n-1)r-1)
{s=(n—1).r—1:{s=(n—1)(1—(n—1)s)—1

Chegamos aos seguintes valores der e s:
n
r=—mm
2-2n+n?
2-n

§=———
2-2n+n?

Questao 02
Elaborado por: Rodolpho Oliveira de Castro, Helder Suzuki,
Felipe Correa, Rafael Louzada e Luiz Adolfo Schiller

O produto das raizes é -30. Sejar raiz real
(3+i)(3-i)r=-30=r=-3

Logo P(x) = (x +3).(x* —6x3+15x2—18x + 10)
Seja
Q(x) = (x4 —6x3+15x2-18x +10) = (x>+ax+b)(x2+cx+d)

Da identidade de polin6mios:
a+c=-6

ac+b+d=15
ad +bc=-18
bd =10

Ora, sabemos que a equacao do 4° grau s6 possui raizes
complexas, logo, a,b,c e d tém de ser inteiros, pois sao



combinacoes lineares de coeficientes inteiros. Logo: Questao 03

Elaborada por: Arthur Duarte e Rafael Daigo Hirama
i) b=1 e d=10 (b=10 e d=1 é simétrico)
{a +¢=-6 que nio fornece inteiros

A . B
ac=4 \ N/
M b i b b N

ii) b=-1 e d=-10 (b=-10 e d=-1 é simétrico):

a+c=-6 3 intei ‘
{ac e que nao fornece inteiros L E— . wC
Seja AB=2b
b=-2 e d=-5
u;)JrC _ _6e . L i) M'N’ é base média do triangulo ABP . Logo M'N’'=b
{ 2—2 que nao fornece inteiros i) M'N=MM'=NN" . Logo M'N=NM'=NN'=b
ac =
iii) MM’ é base média do triangulo ADP e NN’ é base
W b=2 ed=5 meédia do triangulo BPC, temos que DP=PC=2b
a+tc=-6 atc=-6
ac=8 —Jac=8 = (a,c) =(-2,—4) A area do trapézio ABCD ¢ dada por M,h =3bh=S
ad +bc=-18 5a+2c=-18 2
- Logo, a area do trapézio M'N’'CD é dada por:
= P(x) =(x+3)(x2—2x +2)(x?>+ 5x - 4) (b+4b) h 5bh 5.
, i o 2 2 4 12
Logo as raizes de P(x) sdao: 3, 2+1i,2-i,1+i e1-i Resposta: E

12



Questao 04 2 -1 0 .. 0 O

Solucio por: Caio Guimaries, Ishai Elarrat, Rafael Daigo 12 1.0
Hirama =2D, 1+(-1)./0 -1 2 .. 0 0
2 1.0 0 0 0 00 0 .. -1 2 »no2
-1 2 -1 0 0 0 =D,=2D,_1-D,»
D - 0o -1 2 -1 0 an_Dn—lan—l_Dn—sz
L=
0 0 0 0 .. 2 -1 Trata-se de uma PA de razio k.
o 0 o o0 .. -1 2nxn N2 oD, < 2 —1:3
27 2
Aplicando La Place na primeira Linha: 2 -1 0| =k=D3-D,=1
210 .00 110 .. 00 n=3=D;=-1 2 -1|=4
1.2 -1 .00 0 2 -1..00 0 -1 2
D,=@2{0 1 2 .. 00 0 12 . 000 Logo o termo geral da PA, ou seja, Dn é dado por:
D, =2+(n-1)=n+1
000 .12 . 0 0 0 .. 12
-1 -1 0 .. 0 O
0o 2 -1 0 0
—2D, 1+/0 -1 2 0 0
0o 0 o0 -1 2

(n-1)x(n-1)



Questao 05

Elaborada por: Rodolpho Oliveira de Castro, Helder Suzuki,

Rafael Louzada

i)Cry =logy x
ii)logy z=4+log, z

iii)Cfer =log, z+log, z

log, x=logy z+1=logy x-log,z=1

Masl Cr = Cy

r+y -

I'+y

De (i) e (iii): log, x=logy z+1=logy x—log,z=1 (iv)

De (iD): log, z—log,z=4 (V)
De (V) e (iV): logy E =3=7= X_y3
X

Substituindo em (iv):

logy, x —[log, x +3logy y]:1:>logyx—1—3.l

logy y

0gy X

:1:>10gyx—

logy x

=2

Sendo 10gyx= A , temos:
A—%:Z:AZ—ZA—S:OSA:{—LS}

A=-1ndo ¢é valido, pois C] +y

A=3: 1ogyx:3:x:y3:z:x2

A

ou

A

Cliy =log, y?=3=

= 10gy x = —1 nao existe

Logo temos as possibilidades: r= 2 e y=1 (ndo convém, pois y

¢ base logaritmica)

our=ley=2.

De onde segue que os valores que satisfazem o sistema
dado, para (x,y,z,r) sdo:

(x,y,z,1)=(8,2,64,1)



Questao 6

Elaborado por: Felipe Correa, Ednardo Dantas, Luiz Adolfo
Schiller

I) Os angulos estao em PA, e sdo denotados por: y-R, y ,
y+R (R>0)

Temos que : (y—R)+y+(y+R)=ﬂ=>Y:%

Analisando a equacao dada:
(senx + cos x).(sen?x + senx.cos X + cos?2x) =1

Elevando ao quadrado, em ambos os lados e seja A=
Senx.cosx :

(senx + cosx)2.(1+senx.cosx)?=1
=(1+2A).(1+2A+A?»=1
=2A3-3A2=0
= A%2(2A-3)=0

Que nos da as possiveis solucgdes:
A=3/2 ou A=0

Analisando as solu¢des, temos que A=3/2 nao é solugdo, uma
vez que A é o produto de dois termos menores ou iguais a 1.

senx.cosx=0=x = k.g (kinteiro)

Como a solu¢do deve nos dar angulos de um triangulo, entao

X==":
2

Conferindo na equacao original:
(sen(nj +cos (ch).(sen2 (n) + sen[nj . COS(T[) + cos? (RJ) =1
2 2 2 2 2 2
(L
Logo um outro angulo vale E (1)

De (I) e (II) concluimos que a razao R da PA é igual a LA

com isso, os angulos do triangulo sao: %%%



Questao 07
Elaborada por : Rafael Daigo Hirama e Caio Guimaraes

=

(-1 ,:DD 12,0

TA = AO =1 (tangentes a partir de A)
TB = OB =2 (tangentes a partir de B)

Logo, TP=AP+1 eT'P=2+BP

TP =TP’ (tangentes a partir de P)
Logo AP+1=2+BP,ecomisso PA-PB=1

P descreve uma hipérbole de focos A e B, e eixo real igual a
1. O segundo ramo da hipérbole sera tracado quando a
circunferéncia estiver abaixo do eixo dos abcissas. O ponto

(1,0) ndo esta definido no LG ja que as tangentes nao podem

passar pela origem.

Questao 08
Elaborado por: Luiz Adolfo Schiller, Rodolpho Castro,
Anisio Medrado, Arthur Duarte

Para que exista uma esfera tangente as arestas do tetraedro
regular, basta imaginar uma esfera inscrita num cubo onde
as diagonais de suas faces coincidem com as arestas do
tetraedro (como na figura).

Raio da esfera vale L, mas 142 =a. Logo [, — av2 RoV2
2 2
3
4 4 (aﬁ] _maV2

(@) Vesfera = g TR3= ETE. 4 24

V.

1,,. a\/g a\/g a\/g
(b)d:htetraedro_E(dlagonalcubo): 3 - 4 = 12




Achando x e h em funcao de a:

Rd(

—aST;;/_(\/E 1)(5-3)= ‘”*/_ (3v3- 4) (9f 4/6)

Logo o volume interno é dado pela expressao:

nad2  adn
Vi = Vesfera — 4Vsegmen’co - —4. 432 (9\/E - 4\/6)

24
o Y62
27 24
Resposta: V interno — £ - £
27 24
Questao 09

Solucéo por: Rafael Daigo Hirama

(x+y)k=xy

< xy—(x+y)k=0

< xy —(x+y)k+k?=Kk?
< (x=k)(y-k)=Kk?

x e y sao inteiros , logo x-k e y-k devem dividir
simultaneamente k2.
As possibilidades serao:



(x-k)=1< (y-k)=k?
2)(x-k)=k<(y-k)=k
3)x-k)y=k?*<=(y-k)=1
4)(x-k)=-1< (y-k)=-k?
5)(x-k)=-k < (y-k)=-k
6)(x-k)=-k?< (y-k)=-1

O conjunto solucao (x,y) é:
{(1+k,k2+Kk);(2k, 2k); (k2 +k,1+k); (-1+k, k-k?);(0,0); (-k2+ k, k- 1)}

Onde k é o niumero primo dado.

Questao 10
Elaborado: Caio Guimaraes e Rodolpho Castro

Lema:

1+ciso = 2COS(%)'CiS(%)

pois:

1+cisa =1+ cosa+isena =1+ (2cos 2(%) -1)+ i.2.sen(%).cos(%) =2 cos(%).(cis(%))

a)
i) Cg + Cll1 + CIZl +...+Cp =2" (Teorema das Linhas)

i) (1+ cisz;)n =04 C}l.cisz?’n+ Cﬁ.cisg+ Ci.cis?+...

De (ii) temos que a parte real do desenvolvimento é dada
por:

IEEe(l+cisZB:T)rl =C%4 C}l.coszg+Cﬁ.cosM+Ci.cos6:+...

=(C?1 +C3 4+t +...)—;.(C11l +C2+CieC2 +) (iii)

Somando (i).2 + (iii):
2.Re(1+ cisz—;)n +20 = 2.A—(C}1 +CE i +...)+<C}1 +C24C3 4t +) =3Sy

= A= Z[Re(l + cisz—n)n + 2“‘1}
3 3
Mas, do lema:
n
Re(1+ cisg)rl = Re(Z.cosn.cisn) = Re(cis Mj = cos
3 3 3 3

3

Logo 2.Re(1+cis 2;)“ +2" =35, =S, = g{cosr;n + 2“_1}



b) De (ii) , temos que a parte imaginaria é dada por:

Im(1 +cis 2;)” = C}l.senz;E + Cﬁ .ser14;C + C;ll.senz—7T + Ci.sen ir

:f(c}1 ~Ch+Ch-Ch+-..)

1 2 4 5 2 . 2mgn 2 nn
:>(Cn—Cn+Cn—Cn+—...)—ﬁ.lm(1+as—) —ﬁ.sen?
(iv)

De (iii):
n
;(C%+C121+Cﬁ+Ci+...):SO—Re(1+cisz3nj ZSO—COS%

= (C}1 +C2+CiiC +) = 2(80 —cosI;n) (v)

Fazendo (iv) + (Vv):

= Z(Ci +Ch+C] +) :2.senr;r+2(50 —Cosr;rj

3

Logo, dividindo por 2 em ambos os membros, obtemos a expresséo
geral para S1:

=5 =1.senm+[cosn+2n_l}—cosm
V373 3
V3 nnr 2™ 1 nm
=51 =—sen—+———Ccos—
3 3 3

=5 =1.[\/§senm—cosm+2n} _1
3 3 3 3

=5 . 2(sen(m—nD+2n 1 2(sen(2n !
3 3 6 3
Logo, a expressdo final € dada por:

e

51 = 1 2(sen(2n_1
3 6



