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4 - Mudancade Coordenadas
Trandacao e Rotacao de Curvasno R?

| ntroducéo

O enfoque dos 3 primeir os capitulos (do capitulo 5 a seguir seréa
assim também) foi de argumentos geométricos par a resolucdes de
questbes de secdes conicas. O proposito foi mostrar uma saida
alter nativa (em muitas vezes mais pratica) para solucdes de
problemas usando geometria analitica. Nesse capitulo nos

afastar emos um pouco dessa abor dagem, voltando um pouco ao
‘algebrismo’ analitico para que possamos estudar um assunto
importante: Mudanca de Coor denadas.

4.1 Translacao de Eixos

Consiste em criar um novo sistema de eixos (de mesma natur eza,
ortogonal ou n&o), smplesmente transladando a sua posicéo em
relacdo a original.

Note que, nafigura ao
P (x,,v,)= (x,.¥,) lado, um ponto no plano
pode ser localizado por
suas coor denadas em
» X relacdo a um referencial.
: O mesmo ponto pode ter

—P
|
|
|
X,

X par es de coordenadas
diferentes, dependendo
do referencial tomado.

%o
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Denotaremos 0 sistema de eixos original por xoy, € 0 novo por

xoy’.

Como relacionar os pares de coor denadas de el xos

transladados?

Sgja (a,b) o par das coordenadas da nova origem do sistema x" oy’

em relacdo ao sistema xoy.

Da figura ao lado: Yo T Ty T P Reo)= 6o Yo)
|
!
X, =a+ X, . —— !_
:\-P
, _
Y, =b+y, !
a X:) X
Ou ainda:
!
X, =X, —a
!
Yo =Y, —Db

(Equacgbes de Translacdo de Eixos)

AplicacOes. Construcao de graficos

A trandacédo de eixos pode nos ajudar a construir graficos:

Ex: Y =(x-1)2

Conhecemos o grafico
de Y = X2 (uma

par abola com vértice na
origem). Com a
translacéo de eixos,
paraum sistemacuja

novaorigem sgaem
(1,0), podemos

RUumMALITTA
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identificar o grafico de
y =(x-1)?
Ex 2:
—-1)2 — 3)2 Y,V
(x-1?2 (y-3)?_, Y1)
4 9

Elipse transladada:

4.2 Eliminacao dos termos lineares de uma
curvano R?

Qualquer curva do tipo conica, ou suas degener acbes podem ser
descritas por uma equacao, como javimos. A equacédo geral de
uma curva dessetipono R2 é

Ax?2+ Bxy+ Cy?2+ Dx+ Ey+F =0

Muitas vezes para identificar uma curva dessetipo (se é elipse,
hipérbole, parabola, ou degener acdo) é maisfacil ter a equacdo na
auséncia dostermoslineares (termosem X ey, N0 NOSSO caso 0S
termos D e E). Veremos a seguir como eliminar esses termos
usando uma translacéo de eixos.
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Das equacbes de translacao temos:

X=a+ X
y=b+y

Substituindo na equacao ger al da curva:
A(a+x)2+B(a+X)(b+y)+C(b+y)2+D(a+x)+E(b+y)+F =0

Arrumando:
AX2+Cy2+BXy+x(2Aa+Bb+ D)+ y(2Cb+Ba+E)+
+a2+b2+Bab+ Da+Eb+F =0

Queremos achar aeb taisque ostermosem x” ey” sgjam O.
L ogo, basta que:

2Aa+Bb+D =0
2Cbh+Ba+E=0

Isto €, dada uma curva na forma geral, o sistema que nos da como
solucéo o par (a,b) que eliminaré ostermos lineares por meio de
trandlacdo é:

2Ax+By+D =0
2Cy+Bx+E=0

(sistema de eliminacéo de termos linear es)

OBS Importante:
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1) Note que F'=a2+b2+Bab+Da+ Eb+F , o que corresponde a
substituir (a,b) na equacao da curva (onde (a,b) € o par
solucao do sistema acima)

2) Essesistema éum resultado geral para qualquer curva. Um
bom método mnem®&nico para “decorar” o sistema, é notar
que a primeira equacao nada mais é do que a derivada
parcial da equacéo da curva geral em relagédo a x (considerar
y constante e x como variavel); asegunda equacéo € a
derivada parcial da equacédo dacurvageral emrelacaoay
(considerar x como constante ey como variavel).

Lembrar que esse € apenas um método mnemaonico para
decorar o sistema.

Centroda curva

Estudemos o sistema
2AXx+ By+D =0
2Cy+Bx+E =0

Verifiguemos a validade do sistema, pelo seu deter minante

principal:
2A B

=4AC - B?
B 2C

Note que para 4AC-B2=0 nao conseguimos encontrar solucéo
determinada para o sistema. Nesse caso dizemos que a curva em
questdo NAO tem centro.

Esse é o caso das curvas do tipo parabola e de degener acfes de
conicas.
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Para 4AC-B2=0 a solucao € possivel e deter minavel, e dizemos
que o centro da conica é exatamente a solucao (a,b).

Exemplo:
Verifiqgueseacurva 3X2+8Xy + y2+6X+ 2y +3=0 tem
centro ou nao. Caso tiver centro, determine-o.

Solucéo:
Equactes de eliminacdo dos termos lineares:

6Xx+8y+6=0 16 8¢0
8x+2y+2=0 |8 2
: . . . - 1 9 .
O sistema € Possivel e Determinado com soluc&o: (—E,—Ej que é
O centro da curva.
Degener acOes de curva

Podemos notar que o fato da solucao do sistema existir n&o
garante que a curva existe.

Exemplo: 3X2+ Y2+ 6X+2y+5=0 | cujosistemade
eliminacéo dostermoslineares &

{6X+6::0 - (a,b) = (-1,—1)

2y +2=0

No novo sistema, a curva setorna:
3X2+y2+1=0

Note que essa curva ndo existe no R2Zumavez que X2, y'2 sdo
sempre positivos.
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Denominamos esse tipo de curvade| Conjunto vazio| ou
simplesmente o simbolo: &

Poderiamos ter mos nos atentado a esse fato sem utilizar o sistema
de eliminacéo dos ter mos linear es, tentando resolver a equacéo do
segundo grau em X, pelo método de Baskar a, por exemplo,:

3X2+ y2+6X+2y+5=0

= 3x2+6Xx+(y2+2y+5)=0

L ~6+,/36-12y2-24y-60 -6+ ,/-12(y+1)2-12

6 6

Dentro do radical temos uma expr essao negativa para qualquer
valor dey, indicando também que a solucdo é o conjunto vazio.

Conclusao

Podemos nos prevenir das degener agbes ao tentar mos resolver a
equacdo do segundo grau em uma das variaveis. A seguir,

apr esentamos exemplos de difer entes degener acdes detectadas por
esse méetodo (analisando a solugéo do 2° grau).
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1) Degeneracdo do tipo 2 retas coincidentes:
Exemplo:

X2+ Xy —2y2+ x+2y=0

= X2+ x(y+1)+(-2y2+2y)=0

— X = —(y+1)+(y+1)2-4(-2y2+2y)

2

(y+1)+,9y?-6y+1

2

(y+1)+/(@By-1?

2

(y+1)+(3y-1)
2

= X=

= X=

_2y
=<0u

y-1

= X=

X+2y=0
=|Jou
X-y+1=0

(2retasno R?)

'ﬂ;"ﬁ’ —
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1i1) Conjunto vazio

Exemplo:
2X2-2Xy+5y2+1=0

= 2x%2+ x(-2y)+ (5y?+1) =0
2y +./4y2-8(5y2+1)

= X 2

owe 2y +./-36y2-8
- 4

= (X,y)=0C

( conjunto vazio)
iii) Degeneracao do tipo ponto:
X2+ 2X+y?2-4y+5=0

= X2+ 2X+(y2-4y+5)=0
-2+ J4-(4y2-16Yy+ 20)

= X
2
_24+ /_ 2 _
Ly 2+./ 4y2+16y 16
L —2+ . [-4(y - 4)2

2

Para que haja solugéo, y=4, ecom isso x = -1.
A solucdo é um ponto no R2 (-1, 4)
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Questao Contextualizada Resolvida
[ITA 2003] A areado poligono situado no primeiro quadrante, que
é delimitado pelos eixos coor denados e pelo conjunto

{(x,y)e R®:3x2+ 2y2+ 5xy - 9x - 8y + 6 = 0} gigual a

a)v6 b)2,5 c)2v2 d)3 €104

Solucéo:

O fato do enunciado mencionar poligono nos leva a crer que a curva
descrita se degenera em duas retas. Tentaremos resolver a equacdo
do segundo grau em X:

3X?2+2y2+5xy-9x-8y+6=0

= 3x2+x(5y-9)+(2y2-8y+6)=0
. (9-5y)+./(5y-9)2-12.(2y2-8y + 6)

- 6
o -5y Y2+ 6y+9
- 6
L -5y EJ(y+3)?
6
— X:(9_5y)i(y4‘3) . 3x+2y—-6=0
6 X+y-1=0

Tragando o gréfico das retas:
’ A éreapedida é a subtragéo de

. dois triangulos (como mostra a
figura).
s Area:E—E:E:Z,S
2 2
1 2 =
OAOITA
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(Alternativab)

4.3 Rotacao de Eixos

Consiste em criar um novo sistema de eixos ortogonais
rotacionando o original de certa angulacéo.

Note que, nafigura ao lado,
X um ponto no plano pode
localizado por suas
coor denadas em relacdo aum
referencial. O mesmo ponto
podeter paresde
coor denadas difer entes,

Plxy) = (5., )

-

v
0

%o

dependendo do referencial
tomado.

Como relacionar os pares de coor denadas de eixos
rotacionados?

Seja 0 o0 angulo derotacdo dos eixos.

e il

s‘\@ﬂ"‘
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Vg-Send

'Bi'
. X
V e _bt
0 e'*e . Vo cos6
|
v s X5
|
/ | R
/ X, senf
£
y |
(0] o |
(4] 53
A, cosi_)

Da figura acima segue:

X, = X, cosé — y.'send

o]

y, = X, send + y ' cosé

Podemos expressar %, e Yo em funcdode X, e Yo invertendo o
sistema:

4

X, = X, C0s@ + y send

(o]

y, = —X,Senéd + y, cosé

(Equacdes de Rotacéo de Eixos)

Outra maneira de pensar:
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| magine o vetor (x,y) queliga um ponto genérico de um sistema
ortogonal aorigem. Segja (Xx’,y") suas coor denadas no novo sistema,
rotacionado de 0. Podemos imaginar o vetor (X, Y) como
representando o complexo X+ 1.y

Rotacionar o sistema de um angulo 0 corresponde a manter a
orientacao dos eixos constante rotacionar o vetor de- 0.

Pararotacionar um complexo deum angulo - 0, devemos
multiplica-lo por €OS(—6)+i.sin(-¢).

Lembrando a propriedade dos complexos:

(cisa ).(cisp)=cis(a + )

Sendo (X', Y’) o par ordenado no novo sistema:
X'+i.y = (x+i.y)(cos(-0)+i.sin(-6))
=(xcosf+y.sin@)+i.(-xsind+y.cosb)

De onde segue que:

!

X = XC0Sf# + ysend

!

y = -—Xsend + ycoséd

Obviamente, ha coer éncia com o resultado que haviamos obtido
geometricamente. A razao de mostrar mos essa segunda maneira de
obter o sistema de equacgbes de rotacdo € que setrata de uma
maneira mais facil e maisrapida de se obter (importante para
quem tem pouco tempo em uma prova de vestibular).

Exemplo:Considere o ponto (1,3) num sistema ortogonal xoy.
Deter mine as coor denadas desse ponto num sistema r otacionado
de 30° em relacdo ao original (no sentido trigonométrico).

_— {:ﬁé} =
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Solucéo:
Equacdes de rotacao:
X' = xcosé + ysené
y ' = —xsend + ycosé
(N3 .3
x ' =1.c0s30° + 3sen30° )
L 000" , 9
991 y ' = ~1sen30° + 3cos30° , 1 3J3
y =—-——+
2 2
3 3 3v3-1
As coordenadas do ponto no novo sistema serao:. ( +2\/_ ; \/; j

4.4 Eliminacao dos termos retangulares de
umacurvano R?

Como javimos, a equacao geral deuma curva dessetipono R2 &

Ax?2+ Bxy+ Cy?2+ Dx+ Ey+F =0

O termo em x.y € chamado de termo retangular (no Nosso caso € 0
coeficiente B) da curva. As conicas nas for mas canénicas como
conhecemos n&o possuem esse ter mo. Portanto, para

identificar mos que tipo de curva estamos estudando ao

analisar mos uma equacéo ger al, seria inter essante procurar mos
um sistema de eixos tal que a equacao descritareferente a esse
sistema nédo possua termo retangular.

Como vimos a equacao da curva apos uma translacdo de eixosfica:
AX2+Cy2+ BXy+x(2Aa+Bb+D)+y(2Cb+Ba+E)+F +Bab=0

RUMOAOITA
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Ou sg a, a equacado per manece com termo retangular. A translacao
de eixos ndo é suficiente para eliminarmostal termo.

Tentaremos eliminar o termo retangular utilizando a rotacgéo, i.e.,
queremos encontrar O de tal formaque um sistema de eixos
rotacionados de 0 ndo tenha termo retangular.

Das equacdes de r otacao temos:
X=X cosf -y send

y=X'send +y ' cosé

Para que o raciocinio algébrico fique mais claro, usaremos a
notacdo: COS@# =Cc ; send =s

Substituindo na equacéo geral da curva:
A(X.c-y.s)2+B(X.c-y.s)(X.s+y.c)+C(X.s+y.c)2+

+D(Xc-y.s)+E(X.s+y.c)+F=0

Arrumando:
X2(Ac2+ Bc.s+Cs?)+ y2(C.c2- B.s.c+ As?)+ X'y (2C.cs— 2Acs+ Bc2 - Bs?) +

+X(Dc+ Es)+ y(Ec-Ds)+F =0

Para que a equacao esteja na forma:
AX2+BXy+Cy2+D'X+EYy+F'=0

Temos as seguintes r elacoes:

_— {:ﬁé} =
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A= Acos?26 + Bcoséd.siné + C.sen2d
B’=2co0sf.sind (C - A)+ B(cos20 — sen2d )
C’=C.cos2d — Bcosd.sinf + Asenz2d

D= D.cos@ + E.sin@

E'= E.cosfd - D.siné

F'=F

<

Observacéo importante:
Uma rotacdo NAO altera o termo independente da curva.

Das relactes que acabamos obter, temos que:
B'=2cos0.sin0(C - A)+ B(cos?0 — sen?0)
Queremos achar 0 tal que B"=0.

B=0 < 2cosf.sinfd(C- A)+B(cos?d-sen?d)=0

& sin(20)(C- A)+Bcos(26) =0
B

Ou sga, o angulo 6 que elimina o termo retangular numa rotacao
étal que:
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B
RS

Repar e que no caso de A=C, deveremos procurar um angulo tal
que a tangente nao exista.
20=2=0=2
2 4
Basta (no caso de A=C) tomarmos a rotacdo de 45 graus para
eliminarmos o termo retangular.

OBS Importante:
Sempre havera 2 angulos diferentes que eliminardo o termo
retangular. Qualquer um dos dois nos servira.

Questao Contextualizada Resolvida
[IME] Determine o lugar geométrico definido pela equacdo em Rz
2X2—-4xy+4y?-2x-8y+9=0

Solucéao:
Primeiro, eliminemos os termos lineares:
4x-4y-2=0
y Lo (xy)= (SEJ
8y-4x-8=0 2

Para acharmos F’, basta substituir o centro da curva na equacéo
gerdl:
5 5 5

= 2(3)2_4(3)(5] +4(J _ 2(3)—8(§j +9--4

A nova equacao, apos atrandacao &

= s?fﬁé& =
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2X2—-4xy+4y?2-4=0 oguainda X?2—-2xy+2y2-2=0

O angulo que eliminara o termo retangular é tal que:

B

Como 0 entre [0,90°] & suficiente para nds, consideremos o triangul o:

-

5 1 200520 1=+
2 cos(260) = E . 15
1-2sen20 ==
26 \ 5
1 ;
CoSH = °+5
10
=
) [5-35
10

Do sistema de equacdes de rotacéo temos que a rotacao abaixo
eliminard o termo retangular:

. |\B+5 -
y\/
J 10
y =X 5—18/§+y, J§+5

Substituindo na equagdo: X2 —2Xy + 2y2—

O i ARt = e

+2{)(\/5 V5 | J§+5J

=i
RUMOAOITA ‘
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Simplificando:

x’2.5+\/§—4.x'y'.\/§+ y'2.5_\/g -2 x’2.2\/§—y’2.2\/§+x'.y'.—2\/g +
10 10 10 10 10 10
+2 x'2.5_\/§+4.x'y'.£+ y'2.5+\/g -2=0
10 10 10
= | X2 3-+5 + Y2 3-+/5 =2
2 2
2 2
= X + y =1

A curvarepresenta uma elipse (como pudemos ver pelarotacdo e
translacéo de eixos).

Observacgoes

Como o leitor deve ter percebido, procedendo da maneira que
fizemos na questdo do IME resolvida anteriormente, o algebrismo
envolvido é extremamente desgastante, e ndo € dificil cometer
“erros de contas”. Veremos ent&o a seguir algumas propriedades
de rotacdo que permitirdo que o0 mesmo exercicio sejaresolvido de
forma mais mecanica, porém mais simples.

As propriedades que veremos a seguir funcionar &o para
todos os casos salvo o caso das par dbolas, que por nao possuirem
centro dever &o ser rotacionadas da maneira utilizada
anteriormente

4.5 Propriedades Importantes de Rotacao

Apoés as devidas translacdo e rotacéo de eixos, a equacao geral da
curvatorna-se do tipo:

RUMOAOITA
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A"x2+C"y2+ F"=0

O quetornou o nosso trabalho cansativo na questéo resolvida
anterior foi justamente determinar os coeficientes A” e C”.

Existem duas propriedades de rotacao que farao com gue esses
coeficientes sggam facilmente encontrados (evitando muitas contas
etrabalho).

Propriedade 1.

Numa rotacgdo qualquer , aexpressio: A+ C permanece
constante. Istoé A+C = A'+C’

Propriedade 2:

Numa rotacgdo qualquer, a expressio: B2 - 4 AC permanece
constante. Istoé B2-4AC = B2-4AC’

A prova dessas propriedades ser & colocada a seguir:

Foi deduzida arelacéo entre os coeficientes da equacdo apos uma
rotacdo genérica de angulo 6, anteriormente, chegando ao seguinte
resultado:

A= Acos?20 + %.sin 20 + C.sen3@
B’=sin26 (C - A)+ Bcos20
{C’=C.cos2¢ —%.sin 20 + Asenz@

D'=D.coséd + E.siné@
E'=E.cosd -D.siné@
F=F

L ogo:

RUMOAOITA
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A+C’=(A+C)cos?0 + (A+C)sen2d + Bsend.coséd — Bsend.cosd

=A+C

= | A+C'=A+C

CaculemosB'2-4A°C’:
B2 =sin 2(29)(C2— 2AC + A2)+ (C — A)sin (49)+ 82.0032(29)

4AC ZA(A(IBZH—FE .9n20+C.9g nZHJ(C.oosze——S g n2‘9+A<jn26’]

=4AC.00s' O—2AB.9N20.00520+ 42 5N26.005260+ 2BC.9n 26.008%60+
—B2an209+2AB.9N260.9n26+4C2.9n260.00820— 2BC.9n20.9n20+4AC.Sn* 0

= 4AC(cos' 0 +sin’ @) - 2AB(sin 20.c0s20) + 2BC(sin 26.0s20) +

+4A29n20.co0s28 + CA2sin 20.c0s28 — B2sin 224

= 4AC] (ccs?0-+sin?0)” ~25in?0.c0826) +n46(~AB+ BC) +

+ A9In220+C29n22H—-B2an229

= 4AC(1-26n20.006%6) + Sn40( ~AB+ BC) +
+ AIN20+C2In20—-BrEn220

Subtraindo:

RUMOAQITA
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BZ—4AC:sin2(26?)(C2—2AC+A?) +( B(:—AB)s'n(4<9)+Bz.a52(29)+
—4AC(1— 29n20. 00826?) -9 n46?( AB+ BC) +
— AIN20—-C29n220+B2an2209

= Bz(aB226?+s'n229)—ZACs'nZ(ZH)—MC(l—SinZéZH)j

—B—4AC

= B2-4A.C'=B2-4AC

Essas duas propriedades deduzidas acima sdo de conhecimento
geral para quem estuda rotacoes, e podem ser usadas numa prova
como conhecimento dado.

OBS. Como queremos que B” sgjaigual O, teremos:
Bz2—4AC

AC'=

Como isso ajuda no problema da rotacéo?

Dada a equacdo de uma curva, sabemos como achar asoma A +C” ,
eoproduto A".C" detal formaqueotermo retangular sga
eliminado. Ou sg a, temos o produto e a soma dos coeficientes que
desgl amos conhecer.

Ora, sabendo a soma e o produto de duasincdognitas, pelo teorema
de Girard, elas serdo asraizes da equacédo do 2° grau:

A2-Si+P

(onde S e P sio conhecidos)
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