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CONICAS

01. (IME-81/82) Determine a equac¢édo de um circulo que tangencia a hipérbole X2 — 4y2 =1 nos
pontos em que esta hipérbole é encontrada pelareta y = 3.

02. (CPRIME-85) Determine a equac¢éo da parabola cujo foco € o ponto P, = (-3, 8) e cuja diretriz
éaretay=4.

03. (IME-79/80) Considere, no plano, o circulo de centro O =(0, 0) e raio 4. Determine a equacao
da hipérbole equilatera que passa pelas interse¢des do circulo comasretas y=0 e y=2.

04. (IME-81/82) Determine a equacao da parabola de eixo OX que tangenciaareta y=x+1 e tem
seus vértices na origem.

2 2
05. (IME-82/83) Dada a hipérbole )1(_6 _y? =1, determine uma reta paralela ao eixo dos y tal que

seus pontos de intersecdo com a hipérbole formam com o foco F (de abscissa positiva) um
tridngulo retédngulo em F.

06. (CPRIME-84) Dada a hipérbole xy =20, considere os pontos Py =(2, 10), P, =(-1-20) e
P, =(-4, —-5) a ela pertencentes. Mostre que o ortocentro do tridngulo Py P, P2 pertence a
hipérbole.

2 2

07. (IME-77/78) De um ponto P(x, y) tragcam-se duas tangentes a elipse )1(_6 + y? =1. Determine a

equacdo do lugar geométrico do ponto P, de tal forma que estas tangentes sejam perpendiculares
entre si.

08. (IME-79/80) Dada a cbnica da equacao 3x% - y2 —12x — 6y =0, determine:

a) o centro da curva,;
b) as assintotas de curva.

09. (IME-75/76) Dada a equacao 7x° +13y26\/§xy —-16 =0, obtenha o angulo 6 de rotacdo que
faz desaparecer o termo em xy, e ache a nova equacao no sistema de eixos obtido pela rotacao.

10. O ponto Q(2,1) pertence a conica de equacdo 4x2 + 30xy + 4y? — 40x + 210y = 210 .
Determine as novas coordenadas de Q, apds transformacédo que elimine o termo em xy.

11. Dada a equacéo do termo retangular mediante uma rotagao.
12. Identifique a cdnica de equacéo 4x% - 8x + 9y2 -36y+4=0.
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01. (IME-76/77) Sejam A, Be R? de coordenadas cartesianas (2, 5) e (1, 3), vértices fixos de um

conjunto de tridngulos de area 12. Determine a equacdo do lugar geométrico do conjunto de
pontos C, terceiro vértice destes tridngulos.

Observacédo: A area é considerada positiva qualquer que seja a orientacéo do triangulo, de acordo
com a definicdo axiomatica.

02. (IME-77/78 — 2° concurso) Enumere o0s elementos X, XxeA, sendo que
A= {(x, y)e R2| 88x + 70y + 15 :0} e sabendo que os elementos de x equidistam dos elementos

de B e C, onde B:{(x,y)eR2| 17x+y—35:0}e C:{(x,y)eR2| 13x+11y+50:0}.
03. (IME-79/80) Por um ponto M qualquer de uma hipérbole (h), traga-se uma paralela a uma

assintota (a) de (h), esta paralela encontra uma diretriz (d) de (h) em D. Sendo F o foco de (h)
correspondente a diretriz (d), mostre que MD = MF.

04. (IME-80/81) Dados dois triangulos equilateros ABC e A'BC traca-se por A’ uma reta qualquer
que encontra os lados AC e AB, ou os seus prolongamentos, nos pontos D e E, respectivamente.
Determine o lugar geométrico dos pontos de encontro das retas BD e CE.

Ya .

/A
B\/C T x
A7

05. (IME-81/82) Determine as equag¢fes de uma circunferéncia com centro nos pontos (-2, 2) e

tangente a circunferéncia: X2 + y2 —-2x-4y+4=0.

06. (IME-82/83) Determine a equagcéo, identificando a sua natureza, do lugar geométrico de um
ponto que se desloca de tal forma que o quadrado de sua distancia ao ponto (1, 1) é proporcional a

sua distanciaareta x +y=0.

07. (IME-83/84) Sdo dadas duas retas paralelas r e ' e um ponto 0. Determine o lugar geométrico
dos pés das perpendiculares baixadas de 0 aos segmentos de reta AA’, vistos de 0 sob um angulo
reto e tais que A pertence ar e A’ pertence a r'. Sabe-se que: distancia de 0 a r : d; distancia de 0 a
r'. p; distdnciaderar: p—d.

08. (IME-84/85) Uma reta m; passa pelo ponto fixo Pi(-1, —3) e intercepta a reta
m, :3x+2y -6=0 no ponto A e areta mg:y—3=0 no ponto B. Determinar a equagéo do lugar
geométrico do ponto do segmento retilineo AB a medida que a reta m; gira em torno do ponto P;.

09. (IME-85/86) Determine a equacao e identifique o lugar geométrico dos pontos médios dos
segmentos determinados pela intersecdo da cobnica 5x2 — 6Xxy + 5y2 —4x—-4y—-4=0 com as

- . 1
retas de coeficiente angular igual a >
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10. (IME-87/88) Mostre que por todo ponto ndo situado sobre o eixo Ox passam exatamente 2
pardbolas com foco na origem e eixo de simetria Ox e que estdo parabolas interceptam-se
ortogonalmente.

2 2
11. Ache o L.G. das projecdes dos focos da elipse X—2 +Z—2=1 (a>b>0) sobre uma tangente
a

genérica.

12. Mostre que é constante o produto das distancias dos focos de uma elipse a uma tangente
genérica.

2 2
. n . < X
13. Prove que a area do tridngulo determinado por uma tangente a hipérbole — —y—z =1 e suas
a b

assintotas é uma constante, e determine-a.

14. Uma cobnica de centro na origem e tendo eixos de simetria sobre os eixos coordenados
intercepta a parabola y2 = 4x, ortogonalmente, nos pontos de abscissa 1. Encontre a equacao da
cbnica.

15. Ache o L.G. das projecdes do foco da parabola y2 =2px, p >0, sobre uma tangente genérica.

16. Determine o L.G. dos centros de simetria da familia de cobnicas:
k2x2+2xy+y2+2kx+2y+k2=0, keR.

17. (IME-72/73) Seja meR fixado e (k + 1)2y2 +x% 4+ 2(k = Dxy + mkzy =0 a equagéo cartesiana
de uma familia F de cbnica de parédmetro k. Determine a equacéo cartesiana do lugar geométrico
dos centros das cdnicas da familia F.

18. (IME-87-88) Determine o lugar geométrico dos pontos do espaco cuja soma dos quadrados das
distancias a dois pontos fixos seja igual a uma constante k2.

19. (IME-1987/1988) Encontre a equacdo do circulo inscrito no triangulo formado pelas retas
4x +3y-6=0
-4x+3y+9=0 .
-3Xx+4y+12=0

20. (IME-1987/1988) Determine a equacao e o raio do circulo de menor didametro que possui com o
circulo X2 + y2 —8x -25=0 eixoradical y-2x-5=0.

MATRIZES - SISTEMAS LINEARES

10
1 -1 0
01. (IME-73/74) Sejam as matrizes A=|0 1|e B= L 1 2}. Determine os inversos de AB e
11 -

BA, caso existam.
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02. (IME-73/74) Seja a matriz C= . Mostre que, para toda matriz B inversivel, o

o O
O L N
P N W

determinante de S7'CS é igual a 1.

03. (IME-73/74) Considere as matrizes A e B, apresentadas abaixo.

0 0 c 16 0 10
A=/0 b 0|, B={0 25 0. Os elementos a, b e c, da matriz A, sdo niameros positivos.
ao0o 6 0 16

Determine a matriz A™, sabendo que A% +2A +1=B (Observacdao: | € a matriz identidade).

04. (IME-76/77) Seja A =(a;) uma matriz quadrada de ordem 3 em que a; =0 se i> j. Determine

0 menor inteiro positivo “r’ tal que A" =6 ajj#0 se i< (0 representa a matriz nula).

05. (IME-77/78) Sejam as matrizes reais nxn A =(a;) e B =(bj), onde
gj=0sei+j=n+1
gj#0sei+j=n+1
bj=0sei+j=n+1

bj#0sei+j=n+1

1) Determine a matriz C = AB.
2) Determine a matriz D = A™.

2 3 4 5
. -1 2 0 7 . . .
06. (IME-78/79) Dada a matriz A = 9 4 . Determine as matrizes B, C, D, tais que:
5 -4 0 -2

A=B—C—DeB=(bij),C0mB=bij=0,Sei;tj,C=Cij=0,Sei£j,D=dij=0,sei2j.

3 2 1|

21 -11
09. (IME-78/79) Dadas as matrizes: A :{0 } B ={ } 11

0 1 . .
= , determine a matriz X,

00
tal que: Cx—AB:{ }
00

10. (IME-81/82) Dada a matriz A = determine os vetores x € R3 para os quais existe um

O = O
= 01 O
g O O

escalar c tal que AS = cX.

11. (IME-82/83) Resolva a equacéo A’x = B, onde

1 -1 1 2
A=|-1 2 -1|,B=|0]|.
1 -1 3 8
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12. (CPRIME-84) Sejam A, B matrizes quadradas de ordem n. Usando as propriedades de
produtos matriciais, dé uma condicdo para que se tenha (A+B)2=A2+2AB+BZ, onde

AZ-A . A,

3 4
11. O produto da matriz A :{E E} pela sua transposta é igual a identidade. Determine x e y
Xy

sabendo que det (A) > 0.

12. Sejam A, B, C matrizes quadradas de ordem n, O, a matriz nula de ordem n e k € R. Identifique
as afirmativas verdadeiras.

a) AB = BA;

b) A>=0,—> A =0y
c)AB=0,—> (A=0,0uB=0,)
d) (AB) C = A(BC);

e) (A + B)’ = A + 2AB + B
f)AB=AC - B =C;

g) det (KA) = K det (A);

h) det (A + B) = det (A) + det (B);
. 1 1

i) det(A™) det (A)

j) det (AB) = det (A) . det (B).

a+4db-c=-1
13. Resolva pelo processo matricial o sistema: <2a-b+c=4 .
2a+b+3c=8

3X-y+z=3

14. Resolva pela Regra de Cramer: <x +2y -z =1
2Xx+2y—-4z=2

15. Resolva os sistemas anteriores por Gauss-Jordan.

16. (IME-76/77) Dada a equacao matricial

1 2 0 1 X1 -5 X1
3 5 2 1 X2 -10 . . X2

= . Determine a matriz X = .
0 -3 1 -5||x3 6 X3
-1 1 -1 1 X4 -4 Xa

X3 + X9 —X3 =6
17. (IME-79/80) Resolva o seguinte sistema: {3xq — 4X, + 2X3 = -2.
2X1 +5%X5 + X3 =0

18. (IME-83/84)Dado o sistema:
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1 1 1 1|(x||17
2 33 4||y||53 . .
. Encontre o seu conjunto solugéo.
11 2 2||w||28
1 1 1 3||z||27

19. (IME-81/82) Determine a matriz H tal que HA = B onde:
4 2 6

10 2
A= eB=3 1 5].

2 1 3
2 0 4

20. (IME-79/80) Determine os valores de K para que o sistema abaixo tenha solucédo Unica:
x+(5+k)y—3z=-6

5x+y—4z=-5
X+y—-z=0
X+5y+kz=-1
2Xx+y+mz=-1
21. Determinar m de modo que o sistema <x -y +z=3 possua uma Unica solucao.
X+2y+3z=2
X+y—-Az=0
22. Ache o valor de A para o qual o sistema {x+ iy —-z=0 admita solucdes distintas de (0, O,
X+@A+A)y+z=0
0).

X+2y+az=0
23. (CPRIME-81) Determine a e B para que o sistema {2x -y +3z=3:
X+y+z=4

a) tenha solugao Unica;
b) tenha um ndmero infinito de solugdes;
¢) nédo tenha solugéo.

24. (CPRIME-82) Dé condicBes necessarias e suficientes para que um sistema homogéneo de n
equacBes com n incognitas tenha solu¢éo néo trivial.

25. (CPRIME-82) Dé a inversa da matriz A =

CDlI—\IL)O’lI—‘I—‘
O owl|ro
o O O

N|RrO O ©

T
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1 21
2 3
26. (CPRIME-85) Determine a inversa da matriz A = % % % . Complemento: Determine a
111
|13 4 5]
2 1 0 O
. . 1 0 -11
inversa da matriz B =
1 1 1
-10

27. (CPRIME-85) Seja o sistema:
1 -2 1}\x Y1
2 1 1 |y|=|yo]|.Discutir os valores dey, Yy, e y; para que este sistema admita solugéo.
0 5 -1z Y3

28. (CPRIME-85) Determine o ponto e a nulidade da matriz abaixo:

2 -1 3
B= i 45 i . Complemento: Determine o ponto e a nulidade da matriz abaixo:
4 16 8
1 2 10
A=|-1 0 3 5].
1 -2 11

TRANSFORMAGOES LINEARES

01. (CPRIME-84) Dada a aplicacdo linear L: R - R? definida por L9x, y) = (x + 2y, X — y), dé& sua
matriz associada, com respeito & base candnica de R

02. (CPRIME-84 e 85) Dada a funcéo linear L: R®* — R® definida por Ly, 2) = (x+y+2 2x+3y,
X — 2z), dé sua matriz associada, com respeito a base can6nica de R®.

03. (IME-80/81) Seja a transformada linear T: R® - R® tal que T(x, y, ) = (X + v, zy-2).
Determine a matriz associada a transformacao linear T com relagdo a base candnica de R®.

04. (CPRIME-84) Dada a aplicacdo linear T em R? que a cada ponto do plano associa seu
simétrico em rela¢@o ao eixo ox, de 0 nucleo e a imagem desta aplicagdo, bem como sua matriz
em relacdo a base candnica de R%

05. Ache o nucleo, a imagem, o ponto e a nulidade das transformacdes:

PROGRAMA IME/1989 — MATRIZES/SISTEMAS LINEARES

01. (IME-88/89 — CFOEM) Dados:
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10 01 a a b b’ : ,
M= +ty |X.yeR , A= e B= , onde a, a’, b, b’ € R, resolva a
01 00 0 a 0 b

equacdo AZ = B, sabendo que Z € M, discutindo as condices que a . a’ . b e b’ devem satisfazer
para que a equacao tenha solucao.

1 0
02. (IME-86/87) Seja A{ ) J.

a) Encontre todas as matrizes B, 2 x 2, que comutam com A,
b) Calcule A™;

1
d) Encontre uma férmula para A" em funcédo de A e I, e calcule A*®.

10
c) Mostre que A% = 2A — |, onde I:{0 };

03. (IME-87/88) Seja A uma matriz 2 x 2.
a) Mostre que A comuta com todas as matrizes 2 x 2 se e somente se comuta com as matrizes

oo oo (5 o) o )

b) Calcule todas as matrizes A, 2 x 2, do tipo acima, isto €, que comuta com qualquer matriz 2 x 2;
c¢) Diga quais destas matrizes A séo inversiveis e determine a inversa.

04. (IME-87/88) Sejam A, B e C matrizes 5 x 5, com elementos reais. Denotando-se por A' a matriz
transposta de A.

a) Mostre que se AA' = 0, entdo A = 0;

b) Mostre que se BAA" = AT entdo BA = CA.

X1 - 3X3 =-3
05. (IME-87/88 — CFOEM) Determine os valores de k para que o sistema {2x; + kxy — X3 =-2 .
X1+ 2Xo + kxg =1

a) tenha solucao Unica.
b) ndo tenha solucgéo.
) tenha mais de uma solugéo.

06. (IME-87/88) Resolva e discuta o sistema abaixo.
mx+y+z=1
X+my+z=m
X +y +mz =m?

07. (IME-87/88) Determine o valor de a para que o sistema abaixo tenha mais de uma solugéo e
resolva-o, neste caso:

X+y-z=1
2x+3y+az=3.
X+ay+3z=2

XxX+y—-az=0

08. (IME-88/89) Dado o sistema de equacdes lineares ax +y —z =0, pede-se:
X+ay-z=1

item a) os valores de a para que o sistema tenha solucgéo;

T
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item b) os valores de a para que a solucgéo (x, y, z) satisfaca a equacdox +y +z = 1.

09. (IME-81/82) Seja M, (R) o conjunto das matrizes quadradas de ordem n, de coeficientes reais.
Define-se a fun¢éo y: M, (R) x M, (R) > M, (R) por y (A, B) = AB — BA. Calcule:
v (v (A B),C)+wy(y(B,C).A) +vy(y(C, A),B).

10. Calcule pela regra de Chié.

34 8 1
22 31
5 6 11 6|
5 4 7 3
Resp.: 24.
11. Calcule pelo processo de Hotid-Gauss:
21 3 4
10 3 5
a)
0 2 11 3
11 2 -1
Resp.: 30
213 4
103 5
b)
021 3
112 -1
Resp.: 4.
12. Calcule os determinantes:
0O 2 3 -25
-2 0 7 5 2
a) A=[-3 -7 0 4 4.
2 -5 -4 0 1
-5 -2 -4 -10
Resp.: 0.
1 1 1 1
2 3 5 4
b) .
4 9 25 16
8 27 125 64
Resp.: -12.
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c) A=

Qv 2 QO
O O T 9
o O T o

O T T 9

Resp.: a(b—a) (c—b) (d —c).
1 1 1
d) [a® b? c?|.

a® bd 2

Resp.: (b—a) (c—a) (c —b) (ab + ac + bc).

ag ay a, v Qn 8y
-1 X 0 0 0
0 -1 X 0 0
e)| o 0o -1 .. 0 0
0 0 0 X 0
0 0 0 -1 X

Resp.: ao X" +a; X" "1+ ..+ an.1 X+ an

1 cos a cos 2a
)11 cosb cos 2b]|.
1 cosc cos 2c

Resp.: 2 (cos b — cos a)(cos ¢ — cos a)(cos ¢ — cos b).

13. Resolva as equacdes:

1 1 1 1 1

1 2+x 1 1 1
alflt 1 2+x 1 1 |=0

1 1 1 2+ X 1

1 1 1 1 2+ X

b) -0.

14. (IME) Calcule o valor do determinante de ordemn: | 1




PROGRAMA IME ESPECIAL/1989 — MATRIZES/DETERMINANTES

01. (IME-77/78) Sejam A, B, C, D matrizes reais 2x2.

A=(a;); A =B=(by)

C =(cy); Cj=aj"; D = (dj); dj = bjt.

Sabe-se que a;.b;#0, 1<i<2; 1<j<2, e que C € matriz singular (ndo admite inversa).
Calcule o determinante de D.

02. (IME-78/79) Dadas as matrizes:

x-2 0 0 0O -x O
A=l 3 -1 1 |eB=|-1 1 1
1 0 1+x 1 0 -1

determine x, sabendo-se que existe uma matriz inversivel P, tal que A=p™ . B. P.

03. (IME-80/81) Mostre que ndo existem matrizes quadradas A e B, que verifiquem AB - BA = I,
onde | é a matriz identidade de uma ordem n qualquer.

04. (IME-80/81) Seja M =(m;) uma matriz quadrada real nxm de termos positivos. Define-se o

“‘permanente de M” como: permM:Zm1+(1) .M, (2) - ... My Onde S € o conjunto das

S
1 2 3
permutagbes (+(1), +(2), ..., +(n)) de {4 2,...,.,n}. Amatriz |4 5 6| tem, por exemplo, como
7 8 9

permanente 1x5X9x4x9x3 + 2x6X7+3X5x7+2x4x9+1x6x8. Seja a matriz nxm, H = (h;)

onde h; =i (j+i). Calcule o permanente de H.

05. (IME-82/83) Seja um determinante definido por A; =|1| e

2 1 1 1 -— 1 1

-1 2 0 O -—— 0 0

0 -1 2 o -— 0 0
A, =

0 0 -1 2 -— 0 0

0 0 0 o -——- -1 2

a) Pede-se a formula de recorréncia (isto €, a relagéo entre A, € An.1).
b) Calcule a expressédo de A,em funcéo de n.

06. (IME-83/84) Seja D o determinante da matriz A =[a;] de ordem n, tal que a; =[i—j|. Mostre
que: D=(-)" 1. (n-1).2"2.

07. (IME-83/84) Dada a matriz M = (m)

<oy
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1011
0101 , ' )

M=11 o 1 1| & © conunto A ={ay, a,, as, a4}, define-se em A uma relagdo R por:
1111

a; R aj <> m; =1 verifique se R € uma relacéo de equivaléncia.

TRIGONOMETRIA — PROGRAMA IME - 1989

01. Ache os valores maximos e minimos das funcgdes:
i) f(x)=2-3 cos x.
i) f(x)=(2-sen x)(2 +sen x).

02. Estabelecer as condi¢bes a que deve satisfazer k para que as equacgdes sejam possiveis.
i) 4k sen x-2k-1=0.

2

i) sen“ x + 2k sen x+k?-1=0.

sen3 X+ COS3 X

03. Sabendo que sen x + cos x =m, calcular y = —M———— .
sen X . Cos X

04. Determine m para que a expressao
y=(m- 1)(sen4 x — cos? X) + 2c0s? X +m COSX — 2 COS X +1 independa de x.

6

05. Para qual valor do parametro k a expressdo y(x)=sen” x + cos® x + k(sen4 X + co4x) tem o

mesmo valor, qualquer que seja 0 arco x?

06. Eliminar o arco x entre as equacdes:

i) cos?x —sen’x=a; 2 sen X cos x=h.

i) sen® x —cos®x=b; sen x cos x=a.

07. Eliminar x e y das equacdes:
sen x.cosy=a; sen x.seny=>b; cos x=a.

08. Determinar k de modo que a equagdo sen x + cos x =k admita solugbes x; e X, tais que

T
X2—X1=E.

csc? x — tg®x

09. Achar o valor maximo da expresséo y(x) = — -
ctg"x +tg°x -1

10. Prove que quando os arcos x e y verificam a relacdo asen x sen y+b cos x cos y=0, a
1 1
+

2 2 2

> € independente de x e y.
asen“x+bcos“x asen“y+bcos“y

expressao

T
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11. Demonstrar que € isOsceles o triangulo ABC cujos angulos A e B verificam a relagéo
A 3B B 3A
sen— co0s® — =sen — coS >

12. Eliminar x e y entre as equacoes:
asen’x+bcos’x=m; b sen2y+a coszy:n; atyx=btgy.

13. Resolva: 4 sen® x — 2(1+ \/E) sen X +\/5<0 .
14. Sabendo que sen x . tg y=tg b e cosy.cotg x =cotg a, calcule cos x e seny.

PROGRAMA IME - 1989 - TRIGONOMETRIA

01. Mostre que sen(x +Yy) . sen(x —y)=(sen x +sen y) . (sen x —sen y).

02. Dada a relagéo tg(m+60°)—tg(m—60°)=6J§, calcule tg(45°-m), sendo m um angulo
obtuso.

y y z
= —=1.
5 g

X X z
03.Se x+y+z=m, prove que tg— . t +tg—.tg—+tg= .t
y T, P q 92 y 92 92 92 5

2 2

04. Se a+b + ¢ =180°, mostre que sen a+sen’b-senc=2 sen a sen b cos b°®.

2 2

05. Se a+b+c =mn, mostrar que cos a+cos’b+cos’c=1-2 cos a cos b cos c.

Sen X + Ccos X T
06. Demonstrar que: ———— — =1{g| X+ —|.
COS X —Ssen X 4

07. Calcular sen x, dada a relagcdo: cos 3x =sen X . COS X.

~ 27 3
08. Resolver a equacéo: cos 4x =7 cos? x — T cos® X + e

09. Dada a relagé@o: sen 3x . cos x=tg x, calcular cos x.
10. Dada a equacéo: 3 sen 2x + cos 2x =1, calcular tg x .

sen®a—sen?b

11. Mostrar que: tg (a +b) = .
sen a cos a-senb cosb

12. Demonstrar que, se X+y+z=m,entdo tg x+tgy+tgz=tgx.tgy .tg z.
13. Demonstrar que, se Xx+y+z=m, entdo cot x . cot y+cot x .cot z+coty.cot z=1.

14. Partindo-se de sen (a+b)+sen (a—b)=08, mostrar que também existe a relagdo

seca.sec.b:gtg a.
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2 2

15. Sendo x +y + z=90°, demonstrar que: sen“ X + sen? y—sen“z=1-2Cc0S X COS y sen z.

~ X
16. Dada a relagdo: cos a . cos x—sen a.cos b . sen x=cos b. Calcular th.

17. Demonstrar que:

tg= . t

1-cos X +sen x X T X
= g
1+cos x —sen X 2

18. Demonstrar:
a) cos 55°+cos 65°+cos 175°=0;

b) sen 99°-sen 39°-sen 21°=0;
c) tg 70°+tg 20°=2 sec 50°;
d) sen 30°+sen 70°+cos 30°+cos 70°=24/2 cos 5° cos 20°;

sena+sen 3a+sen 5a
COoS a + cos 3a + cos 5a

tg 3a;

sen a+sen 3a+sen Sa+sen7a

f)
CcOS a + cos 3a + cos 5a + cos 7a

tg 4a;

g) sen a+sen 4a—sen 5a=4 sen 2a sen% sen 5—;;

h) cos 40° . cos 80° . cos 160°= —%;

i) tg 85°-tg 63°-tg 27°+tg 9°=4.

19. Calcular:

2

20. Sendo sen (a—b)=sen a—senzb,demonstrarque a-b=knr ou a+b=2kn+g, keZ.

21. Sabendo que sen 2A, sen 2B e sen 2C estdo em P.A., nesta ordem, demonstrar que
tg(B+C), tg (C+A) e tg (A +B) também estdo em P.A., nesta ordem.

22. Sendo A, B, C os angulos de um triangulo, demostre:

a)sen A+senB+sen C=4 cos% cos% cos%;

b) cos A+cosB+cos C=1+4 senA senE senE;

c) sen A+senB-sen C=4 sen% sen% cos%.

23. Demonstrar que é retangulo o tridangulo no qual se verifica a relacéo:
a) senC=cos A+cosB;

b) sen 4A +sen4B+sen 4C=0.

T
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24. Se A +B+C = n, torne a seguinte expressao calculavel por logaritmos:
y =sen 2A +sen 2B +sen 2C.

25. Mostre que tg 20° . tg 30° . tg 40°=tg 10°.

26. Prove que se o0s éangulos de um triangulo ABC verificam a relacédo
cos 3A + cos 3B + cos 3C =1, entdo um deles vale 120°.

27. Demonstre que cada uma das relagfes abaixo caracteriza um tridngulo retangulo:
senB+senC

a) sen A = ;
cosB+cosC
b) senB =sen A+cotg B .cos A;
cos C
o) th= sen B 1
2 sen A+senC

d) sen B + cos C=(cos B +sen C)tg B.
28.Sendo sen x+seny=a e cos x+cos y=b, calcule sen (x+V).
29. Sendo cos x—cos y=m e sen X —sen y =n, calcule csc(x +VY).

30. Determinar entre que limites k deve variar, para que a equacdo sen X . (sen x +cos Xx) =k
admite raizes.

31. Sabendo que tg (r cos x)=cotg (r sen X), calcule cos(x —E].

tg.1°.tg 3°....tg 89°
coS 4°+cos 8°+cos 12%+... + cos 356°

32. Simplifique:

33. Ache o numero de solugdes da equacgédo cos? x +cos® x + cos” X +... + cos x+1=0 no

intervalo [0, 2x].

a b c
34. Sendo cos x = , COS y=——,C0S Z= , calcular:
b+c a+c a+b

2 X

2y 27
+1g° = +tg° =
5 g

292'

tg
cos (a—h) N cos (a—¢c) N cos (b—c)

35. Sendo a+b +c¢=180°, calcular: y = .
senasenb senasenc senbsenc

36. Determinar a relagdo que deve existir entre a, b e ¢ no sistema:
X+y=a;tgx+tgy=>b; cotg x+cotgy=c.

37. Simplifique:
a) sen a+sen 3a+..+sen (2n-1) a;
b) cos a+cos 3a+...+cos (2n-1) a;

T
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C) sen a cos 5a+ sen 3a cos 7a+sen 5a cos 9a+...+sen (2n —Da cos (2n + 3) a;
1 1 1 1
+ + +..+ ;
sen a sen 3a sen 3a sen 5a sen 5a sen 7a sen (2n—1)a sen (2n + a

e) sen®a+2n3a+sen®5a+... + sen3(2n -Da;

2 2m 237 2 8m
— +C0S™ — +... + COS™ —
17 17 17

2

T
f) cos®“— + cos
17

38. Para x>0, a>0, x++asg,provar: sen (x +a)—sen x<tg (x+a)—tg x.

39. Resolver a equacéo cos x + 43 sen x =1 por trés métodos.

40. Resolver a equacéo: \Etg Xx=3+ J§

2

41. Resolver a equacéo: 5 sen“x -3 sen x + 4 cos®x=3.

4 2 2

X — 2 sen’ x cos® x + 4 cos”?

42. Resolver a equacéo: 2 sen x=1.

43. Resolver a equacéo: 2 sen x —cos X)+ 2 sen x cos x=1.

44, Resolver a equacéo: \/5 (sen x +cos x)+2 sen x cos x=1.

45. Resolver as equacdes:

a) tg x+tg 2x =2 tg 3x;

b) sen x + sen 2x +sen 3x=0;
c) sen 3x —sen x cos 2x=0;

d) 2 cosi—senﬁzz.
3 2

46. (IME) Resolver as equacdes:

a) arc tg x + 2 arc cotg x=%;

b) arc tg x + arc tg(1- x) =arc tg%;

c) 2 arc tg (cos x) =arc tg(2 csc x);

d) arc sen xﬁ:arc sen 2x —arc sen x.

47. Resolver: tg (cotg x) =cotg (tg x) .

48. Resolver e discutir; 3 tg 3x = (3n2 —4x4n + 2) tg x.

49. Resolver os sistemas:
« n X +y =105° - 2n
+y=— = —
a) Y73 ;b 2 © =3 ;

sen x +seny=1 Cos x. cosy==7 sen x=2 seny
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3
g {x—y=15° X+2y== ctgx+tgy:E

% tay =3 1; e) 2 ;o ) 5
gx—1gy =+5 - 3 tgx + 12tgy =543 Ct92X+t92y=Z
nx.seny=—
{tgx+tgy=2 - sen x-seny=1 ) Sen x.. se y_Z_
2 cos x cosy=1" COS X +C0S y =43 oS X cosy=§’
' 4
ctg x+ctg y=-243 gx+tgy=0 arc senyfxy —arc seny1—xy . =
b G Vlgtigr 4B 6.
tg X+1g y=243 95 +85==3 arc tg 2x +arc t 2y =arc tg?

50. (IME) Determine a condicdo que deve ser imposta a b para que seja possivel o sistema:
{tg X+tgy=2

sec2x+sec2y:b

Y
X+y=—

51. (IME) Determine os valores de x e y que satisfazem as equacoes: 5

.
sen? x + sen® y =1—cos§

52. (IME) Um tridngulo tem um angulo interno de 75° e os outros angulos internos definidos pela
equacdo abaixo. Determinar m.

3 sec x +m(cos x —sen x)—3(sen x +cos x)=0.

53. Determine o0 menor angulo positivo X, para 0 qual valem simultaneamente:

1+ CcOS X +€0S 2X +Cc0S 3Xx+cos 4x=0 e sen x +sen 2x +sen 3Xx +sen 4x=0.

L . : ~ 5
54. Dividir o &ngulo de 45° em duas partes, tais que suas tangentes estejam na razdo —.

6

. sen x+seny=2asenao . . -
55. Resolver o sistema y , indicando as condic¢des de possibilidade.
COS X 4+ COS y =2a Cc0Ss o

56. (IME) Calcule as menores determinac@es de x que satisfazem a:

4 senx+2cos x-3tgx—2=0.

Dados: tg12°=0212; tg14°=0249; tg15°=0268; tg19°30'=0354: tg 23°30'=0435;
tg 26°36'=0,500; tg 17°=0,306; tg 29°18'= 0,560 ; tg 37°30'= 0,757 ; tg 50°12'=12.

57. (IME-87/88) Sejam A, B e C o0s angulos de um tridngulo. Demonstre que
sen 2A

2 cos AcosBcos C=——m.
tgB+tg C

T
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2 sen®x+cos x—1
>0.
sen X — cos x—ﬁ

58. (IME-87/88) Resolva, no intervalo [0, 2x],

sen B+sen C

59. (IME-87/88) Demonstre que, num triangulo ABC, ctgA =—
2 cosB+cosC

60. (IME-87/88) Calcule a identidade tg®x + ctg®x = 2
1-cos 4x

3 +cos 4xJ

61. (IME-87/88) Calcule o lado ¢ de um triangulo ABC, em funcao de sua area S, do angulo C e de
k,onde k=a+b-c.

TRIGONOMETRIA — PROGRAMA IME - 1989

01. (IME-90/91) Sejam A, B, C os angulos de um triangulo. Mostre que:
sen 2A +sen 2B +sen 2C=4 sen A sen B sen C.

02. (IME-90/91) Mostre que: Se num triangulo ABC vale a relagéo:
cos(B-C)
sen A +sen(C-B)

=1tgB entdo o triangulo é retangulo com angulo reto A.

tg2x + tg2y =6
03. (IME-90/91) Resolver o sistema: {tgx tgy 5 sabendo que x e y pertencem ao intervalo

tgy  tgx
_rr
2'2)
7n 1k

04. (IME-87/88) Determine o valor de: p =sen Z_sen = sen—sen—.
24 24 24 24

05. (IME-89/90)
a) Obtenha a expresséo para tg 3c. em funcdo de tg o =x.

b) Utilize o item anterior para determinar as solu¢@es da equacao: x3 =3mx? —3x + m=0 onde m
€ um namero real dado.

06. (IME-88/89) Resolva a seguinte desigualdade: cos 2x + C;S x-1 >2 para 0<x<m.
cos 2x

07. (IME-88/89) Mostre que, se os angulos de um triangulo ABC verificam a igualdade
sen 4A + sen 4B + sen 4C =0, entdo o tridngulo é retangulo.

08. (IME-87/88) Demonstre que, num triangulo ABC, ctgA = M.
2 cosB+cosC

09. (IME-87/88) Demonstre a identidade tg®x + ctg®x = 2(_3 + COS 4XJ .

1-cos 4x
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2C0S X + 2sen x+\/§<
COS X —sen X

0.

10. (IME-86/87) Resolva a inequacédo

11. (IME-86/87) Dado um triangulo ABC de lados a, b, ¢ opostos dos angulos A, B, C

A
p sen —
respectivamente e de perimetro 2p, mostre que a = —26
COS— COS—
2 2

12. (IME-85/86)
a) Resolva a equacdo m cos x—(m+1)sen x=m, meR.

b) Determine m de modo que essa equacado admita as raizes x’ e x” cuja diferenga seja g

13. (IME-85/86) Num triangulo ABC (A >B> é) tracam-se as bissetrizes externas AA’, do angulo
A, com A’ sobre o prolongamento de BC, e CC’, do angulo C sobre o prolongamento de AB. Se

AA'=CC', mostre que ¢ sen(A;BJza sen[B;CJ.

14. (IME-83/84) Sejam | o lado de um poligono regular de n lados, r e R, respectivamente, 0s raios

. . . . | T
dos circulos e circunscrito a este poligono. Prove que r + R = > cotgz—.
n

15. (IME-85/86) Mostre que o lado do isosdgono regular convexo é igual a diferenca, divididaq por

\E, entre o lado do decagono regular estrelado é o lado do pentdgono regular convexo. Todos os
trés poligonos estéo inscritos em um mesmo circulo de raio r.

16. (IME-79/80) Sejam l4, lg € |1 0s lados do quadrado, do hexadgono e do decéagono regulares,
inscritos todos no mesmo circulo (C). Com esses trés lados constroi-se um tridngulo ABC, nédo
inscrito em (C), tal que BC=1,, AC=Igy e AB=1I. Pede-se calcular o angulo A do triangulo
ABC.

17. (IME-82/83) Dada a equacao cos(Zx +E) —m sen®x =0, determine a condi¢cdo a que deve

satisfazer m para gque ela tenha pelo menos uma solugéo x,, tal que 0 < x, < 2x.

18. (IME-77/78) Dados os arcos A, B, CebD , todos do primeiro quadrante, e tais que tan A =%,

tan ézl, tan é:l e tan Iﬁzl,verificarse A+B+C+D=£.
5 7 8 4
19. (IME-76/77) Prove que para todo arco x cada uma das relages abaixo é verdadeira:
27 47
sen X + sen x+? + sen x+? =0

2n 47
COS X + CO0S x+? + C0oS x+? =0.
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20. (IME-80/81) Determine todos os valores de x, y e z, situado no intervalo fechado [0, n],
COs X+cos 2y =0

satisfazendo ao sistema: cos y + cos 2z=0.
cos z+cos 2x=0

21. (IME-79/80) Determine x na equagéo % arc tg x = arc tgG— x].
+X

22. (IME-78/79) Achar os valores de x que satisfazem a equacgéo: \/nz —4x% =arc sen (cos x).

23. (IME-83/84) Obtenha uma relagéo entre a, b e c, eliminando x entre as duas equac¢fes abaixo:

1
a sen x—b cos X=EC sen 2x

a cos x+b sen x=c cos 2x

24. (IME-77/78-2° Concurso) Resolver o sistema:

arc sen 4/xy —arc sen ‘/1— Xy :%

arc tg 2x +arc tg 2y =arc tg 2
25. (IME-80/81) Dado o triangulo escaleno ABC, sejam respectivamente D, E, F os pontos de
contato do circulo inscrito ao triangulo ABC com os lados BC, AC e AB. Mostre que os triangulos

ABC e DEF nédo séo semelhantes, e estabeleca a relagédo E—E em funcao de sen% e sen%.

TEORIA DOS CONJUNTOS

01. Sejam U={1,2,3,4,5,6,7,8,9}, B={2,4,6,8}, C={1,3,5,9}, D={1,4,7}, E={3,5}.
Ache x c U sabendo que:

i) X e B séo disjuntos.

i) (cx)mD={4,7}

iii) X é subconjunto préprio de C.

iv) Ec X.

02. Sejam A e B conjuntos. A diferenca simétrica entre A e B é definida por:
AAB=(A-B)u(B-A).Sendo A={ab,c} e B={b,c,d,e,f}, ache AAB.

03. Dos conjuntos x, y, z sabe-se que xnynz={a b}, xuy={ab,c, e f}, yuz={ab,c,qg} e
xuz=1{a,b,e,f,g}.Determine x,y,ze (y x Z)n(y X X).

04. (IME-76/77) Dada a sucessdo A =(A,), onde A, = [1—%, 2—%] c R, pede-se determinar B,
C, D, abaixo.

3
a) | JAc =8;
k=1
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b) ﬁAt =C;
t=2

ofiC o

t=1\k=t

05. (IME-75/76) Dado um conjunto E ={1, 2,3, 4,5} e trés sub-conjuntos de E, a saber, A, B e C,
tais que: AnB={24}; AuB={23,45, AnC={23}; AuC={1,23,4}, determine
Cn(BuUuA) e AnBNC).

06. (IME-73/74) Considerar os conjuntos U={a,b,c,d,e, f,g,h,i}, A={ab,c,d,e,fgh},
B={a,cei}, C={ab,c,eh,i}, D={a,e,f,i}. Determine o Unico conjunto x cu que satisfaz a
equacdo (AuUB)NX=C-D.

07. (IME-73/74) Para os mesmos conjuntos U, A e B do exercicio anterior, calcule
V= Cu(CUAUCUB) e’Z= (CuAﬂB)U(A f\CUB) .

08. (IME-74/75) Dado o conjunto A ={0,1,2,3,4,5,6}, considere os pares (X, y) e a relagéo R,
taisque: xe A, ye A, xRy 1<x+y<5. Escreva os pares (X, y) que pertencem ao produto
cartesiano A x A e que satisfazem a relagdo R.

09. (IME-73/74) Sejam as relagbes F, G e H abaixo, definidas como conjuntos de pares ordenados:
F={(1,3),(24), 3, 3),(43),(54), (6 1)}

G={(1,2), (2 3),(1,3),(4,5), 3, 4k

H={1,1),(2,3),5,4),(3,5), 4, 7).

- quais das relacfes acima sao funcdes?

- defina pelo conjunto de pares ordenados a relacdo composta de F com G, isto €, o resultado de
aplicar primeiro F e depois G.

- se entre F, G e H existir uma func@o que possua inversa, indique esta inversa por seus pares
ordenados.

10. (IME-78/79) Dados os conjuntos S = {2, 3} e H = {0, 1, 2}, exiba todas as fun¢cbes que podem
ser definidas de H para S. Seja F(H, S) o conjunto de tais func¢des. Indique em F(H, S), se existir:

a) uma funcgéo crescente.

b) uma funcao sobrejetora.

¢) uma funcao injetora.

d) uma funcéo bijetora.

e) uma fungéo decrescente.

f) uma fung@o nem crescente, nem decrescente.

11. (IME-77/78) Determine o dominio A da funcéo f: A —» R tal que f(x) = In{[IoglC(x2 -x-2)]-1.

12. (IME-77/78) E dada a funcfo f real da variavel real, definida como f(x)=|x+1|+|2x-1].

L. Xx<-1.

Esboce o gréfico de f nos seguintes intervalos: x > % ; —1<x< >
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x2, se x<1
05 sex>1
x € J=[-0,5; 3]. Qual o intervalo (ou os intervalos) descrito por f(x) quando x varia em J.

13. (IME-73/74) Uma funcéo f(x) é definida em R de modo que f(x){ . Considere

14. (PRIME-84) Seja Z o conjunto dos nimeros inteiros. Define-se em Z uma relacédo R por x Ry <>
xy > 0. Verifigue se R é uma relagdo de equivaléncia.

15. (PRIME-84 e 85) Sejam A, B, C S (universo); seja A’ o complementar de A em S, ou seja,
A'={x € S; x ¢ A} . Justifique por diagrama de Venn que em geral é falsa a igualdade A’ U B’ = (A

U B)’. (quando é verdadeira?).

16. (IME-82/83) Complete a tabela abaixo que define uma operacdo binaria associativa sobre o
conjunto P ={1, 2, 3, 4}.

A WNPF|*
WN R
AR NN
wWwww
N ES)

17. (CPRIME-84 e 85) Dados os conjuntos A={y e R; y—X, € Z}, B={X, + z; Z €Z}, onde X, € um
real fixado, R indica o conjunto dos numeros reais e Z indica o conjunto dos ndmeros inteiros,
mostre que A = B.

18. Sendo f(x) =¥2x+3 -1 e g(x) = 3x _; ,achef',g'egog.

2X +

19. Sejam g e r fungBes cujo dominio é o conjunto dos inteiros maiores que zero. Sabe-se que q(1)
=1,r(1)=0e:

rn+1) =r(n)+1

a(n+1) =q(n)

rn+) =0

gn+1)=q(n)+1

se r(n) < 2q(n) + 1, entéo {

se r(n) = 2q(n) + 1, entéo {

Determine q(5) e r(5).
20. Prove que \/E e J§ sao irracionais.

21. Dado o conjunto A = {1, 2, 3}, verifique dentre as relacdes abaixo quais sdo:
- reflexivas em A; simétricas; simétricas em A.; anti-simétricas; anti-simétricas em A, transitivas;
transitivas em A; de equivaléncia em A; de ordem em @

Rl = {(1! 1)1 RZ = {(1: 1)1 (21 2)1 (3! 3)! (4! 4)}1 RS = {(l: 1)! (21 2)1 (31 3)}1
Rs={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2), (2, D} Rs ={(1, 2), (1, 3), (3, 1), (3, 2), (1, 1), (3, 3)};
R6 = {(11 1)1 (21 3)1 (31 3)= (11 2)1 (21 1)! (27 3)1 (31 1)}1 R7 = {(la 2)1 (11 3)}1
Rs={(1,2),(2,1), (1, 3),(3,1), (3, 5), (5, 3)} Re ={(1, 2), (2, 2), (2, 3), (1, 3), (1, A)};
R10 = {(11 1)1 (21 2)! (31 3)1 (11 3)1 (11 2)}

22. Seja A = {a, b, c}. Determine todas as relacdes de ordem em A, especificando as de ordem
total e parcial.

23.SejaA={1, 2, 3}.
a) Determine as relacdes de equivaléncia em A.
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b) Determine [1]r, [2]r € [3]r para cada uma destas relagdes.

. . . A ~
c) Determine o conjunto quociente > para cada uma destas relagdes.

d) Determine as particdes de A e compare com o item anterior.

e) Determine A .
A2

24. Ache as partigbes de A ={a, b, c, d}.

25. Determine o conjunto das partes (ou conjunto poténcia) de:

a)S={1,2 3}
b) S ={8, {1, 4}}.

26. Considere o numero inteiro N, tal que N > 1. Sejam m; e n, dois numeros inteiros, positivos,
distintos, ndo quadrados perfeitos, ambos situados no intervalo aberto (1, N?). Seja o nimero real

d, tal que d < ‘/n —,/nz | . Calcule os valores maximo e minimo de d, verificamos a seguir, se d &

racional ou irracional.

27. Dados dois numeros reais a e b, definimos uma funcao f que chamamos “distancia ao conjunto
{a, b}’ da seguinte forma: f(x) = distancia de x ao conjunto {a, b} = menor valor entre [ x—a| e | x —
b |. Esboce o graficode fparaa=-1leb=1.

01. Derive as funcdes:

2
a) y:eX senx;

b) y = cos(In x3);
c) y =arc tg (L(3x°)):

d) y =43x® —x+1;

a—x2
e) yzij >
a+ X

f) y=sen x3;

) y=sen® x;
h) y =sen® x3;

i) y =arc seny1-x? .

PROGRAMA IME ESPECIAL — DERIVACAO

02. Determine y’, utilizando derivada logaritmica.

C(x-a)",
a) y——(x_b)n ;
b) y =x*;
) y=x";

d) y = (arc cos x)*.

03. Determine uma equacao da reta tangente as curvas abaixo nos pontos indicados.

a) y=x%x-1;

T

RUMOADITA o




T
b) y=tgx; x=—;
) y=tg 2

c) 3xy? - 2x3y+10=0; x = 2;
d) 2x3 +2y? -3xy? -3y =0; x = 1;

e) sen xy -y +x2, ponto (0, 0).

04. Determine o angulo das curvas.
a)y=senxey=cos X;
4 8
b)y=—ey= ;
x2 X2 +4
c) circunferéncias x2+y?-4x-1=0 e x2+y2-2y-9=0.

05. Determine as equagdes das tangentes & curva y = x> —2x que passam por (1, -2).

06. Determine a condic&o a ser imposta a a, b e ¢ para que as curvas de equacgéo y = x> +ax+b e

y = cx—x? sejam tangentes entre si.
07. Encontre equacgdes das retas tangente e normal a curva 2x3 +2y® —9xy =0 no ponto (2, 1).

08. Determine dy/dx e d?y/dx? para as seguintes funcdes implicitas.

2 2
X Y 1.

J’__
a? bp?

09. Sejam x =t3+3t>-2t+1 e y = x* -3t + 2t -1 equagdes paramétricas de uma curva em R®.

a) Calcule dy/dx em t = 1;
b) Ache a equacédo da reta tangente correspondente;

c) Calcule d?y/dx? emt=1.

10. (CPRIME-84) Determine as equacdes das retas tangente e normal ao grafico de f(x) =l no
X

1
onto (=, 2).
p (2)

11. (CPRIME-84) Usando derivacao implicita, ache dy/dx na expressdo x° —3x2y* + 4y® = 6x +1.

12. (IME-73/74) Dado o conjunto de retas (5+2k)x—-(2+3k)y—-12+4k =0, calcule os valores de |
tais que as retas correspondentes sejam tangentes & parabola y? = —16x .

13. (IME-75/76) Dada a curva (c), de equacédo 7x° +13y? + 6J§xy—16 =0, determine as equacdes
das retas tangentes a (c) paralelas ao eixo y’y e os pontos de tangéncia.

14. (IME-79/80) Sejam g e f funcdes reais da varidvel real tais que a funcdo completa
gof:x — g(f(x)) é definida para todo x real. Seja g’ a derivada de g, g'(y) =3y?+e”, e seja f a

funcéo definida por f(x) = 3x® + 3x+5 . Determine o valor da derivada da funcdo g o f em x = 0.
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15. (IME-83/84) Determine as equagbes da reta tangente e da reta normal a elipse
4x? —8x+9y? —36y = 5, no ponto (4, 3).

LIMITES DE FUNCOES

01. Calcule (se existir).
a) Iim i;
x—>0 X
1

b) lim—;
)x—>0)(2

c) Iim\/;;
x—0
[ x]

d) lim—
x—>0 X

02. (IME-76/77) Sejam f, g, h, j funcBes reais de variavel real definidas como:

xsexelo,3[ x* se x €10, 3[
=1, S OF :
X“-7sexel3, 7 2x+3sexel3 7]
X
A 2 0,3 - - ~
sexelo, 3[; i(x) :{ sex <10, 3 . Obtenha existir, o limite de cada funcéo

h(x)={x-4

x—2sexel3 7 x-1sexel3 7l
acima no ponto x = 3. Quando nao existir o limite, determine o limite a esquerda, isto &, o limite
quando x se aproxima de 3 por valores inferiores a 3.

03. Calcule (se existir).

.o X+1
a) Iim ;
x—>3X—-3
3
b) lim ——;
X—>24 —X

2x2 +1

c) lim
) x—>o x3 44

3_
d) lim == L.
x—=-0 5X7 + 2X

. ox4-2
e) lim ——;
x—-0 2x° —1

_ A2x®+3x-1.
NJIm 7.
x=>—0 X¥ —X°+4

) lim 2=,
g X—>+0 '3)(2_5,
hy lim (VX2 +1-X)

X—>0
) lim @WX2 +x-x);
X—>0

D) lim@x3 +5x2 —1-x® —x% +x).
X—0

04. Calcule (se existir).

T
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x—0 1g 5X
d) lim sen x;

X—>00

. 1
e) limsen —;

x—0 X
f lim sen x ;

X—>00 X

. 1
g) lim x sen —;
x—0 X

. 1
h) lim x sen =;
X—>00 X
i) lim ———;
x—» X +Sen X

j) lim x sen x;

X—>0
9x_ 4

K) lim =X

)X~>0 X2

05. (IME-75/76) Calcule Iiml:—ml_z} .
X—3 X—3

senx _
06. (IME-79/80) Determine lim =——= .
x=0 In(L+¥/x)

07. (CPRIME-84) Usando a regra de L’Hdpital, calcule o Iimo(cosec x—l).
X— X

08. Calcule (se existir).

a) lim {L—i};

x=17| X=1 Inx
2

b) lim(cos 3x)><—2 ;
x—0

1
. (sen x\x?
c) lim ;

x—0 X

2X-7

e) lim(tg x)

X—>—
2
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09. (IME-78/79) Seja t a fun¢éo definida por: t(x) = (1+x)*, x > 0. Determine:
a) 1= lim t(x);
Xx—0

b) h= lim t(x).

1
10. (IME-77/78) Calcule lim| (In x)Xe] .
X—€

X

tg —
L1. (IME-75/76) Calcule lim| (cos R ]
X—>

12. Calcule.

a) limx®e"
0+

1

b) lim xx.

X—>+0

CONTINUIDADE - DIFERENCIABILIDADE

01. Analise a continuidade das fun¢des abaixo nos pontos indicados.

x2 -1 1
Q) f()=1x-1' """
Xo=l 13 x=1
senﬁ—x’x;to
b) f(x)=1 ;
O ,X=0
6

c) f(x)={e %, x#0;

=0 10 ,x=0
L

d) f(x)=4e ¥, x =0,

%=0 10 | x=0

02. Determine, se possivel, o valor dos pardmetros a e b para que as func¢des abaixo sejam
continuas nos pontos indicados.

1-cos 3x

—— xz0
a) f(x) =1  4x° ;
%=0 | ,X=0
sen x ,xs—E
2
b) f(x) = asenx+b,—g<xs0.
x0=0ex1=—£
2 |2cosx ,x>0
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03. Usando o TVI, mostre que o polindmio P(x) = x® —4x? + x+3 possuir pelo menos uma raiz
entele 2.

04. Determine a funcdo derivada das funcdes a seguir, evidenciando, se existir, f(0). Verifique
também a funcao derivada é continua no ponto x = 0.
a) f(x) = x|;

b) f(x) = {x senl, Xx=0;
X
2 1 .
c) f(x) ={x sen;, x#0;

1
d) F(x) = X arc tg;,x;to;

0,x=0
L
e) f(x)=1e X, x#0;
0,x=0
=9 x ’
L x=0

3
X® +ax,se x<1
05. (IME-77/78) Seja a funcéo f, real de variavel real, definida como f(x):{ .

bx?, se x > 1

[Ipel]

Determine “a” e “b”, (a, b € R) para que f seja derivavel no ponto x = 1.

1
06. (IME-83/84) Considere a fungdo f: (-1, «) > R dada por f(x)={X(A+X)*, -1<x, x#0,
0,x=0

a) Calcule a derivada desta fung¢éo no ponto x = 0.
b) Verifique se a fun¢éo derivada é continua no ponto x = 0.

07. (CPRIME-82) Um ponto X, € dito maximo de uma fun¢do f:R - R se, dado heR, se tiver
f(x, +h) . Mostre que se f é derivavel em um ponto de maximo tem-se f'(x,)=0.

TEOREMA DE ROLLE — TEOREMA DO VALOR MEDIO (TVM)

01. (CPRIME-84) Mostre que as hipoteses do teorema de Rolle séo satisfeitas para as funcoes f
dadas abaixo no intervalo (a, b). Ache o valor de c no intervalo aberto (a, b) para o qual f'(c)=0.

a) f(x)=6x?-x>;(a, b)=(0, 6);
4 1
b) f(x) = x3 —3x3: (a, b) = (0, 3).

02. (IME-76/77) Seja o polindmio f(x)=a, x"+a; x"*+...+a, ; x+a, onde a eR,

i=0,1 .., na, =0, cujas “n” raizes séo reais e distintas. Sabendo-se que o polinémio f (derivada
de f com relag¢éo a x) tem n — 1 raizes, demonstre que essas n — 1 raizes sao reais e distintas.

T
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03. (CPRIME-82) Sabe-se que entre duas raizes consecutivas de f existe no maximo uma raiz de
f. Usando tal fato, mostre que o polindmio p(x) = x> —6x% +9x —1 possui exatamente uma raiz no
intervalo (1, 3).

04. (IME-78/79) Sabe-se que, dados um intervalo fechado [a, b], a ¢ b, e uma funcéo f definida e
continua [a, b] e diferenciavel no interior de [a, b], existe um ponto ¢ € ]a, b[, tal que se tem

f'(c)(b—a)="f(b)-f(a). Dada a fungdo g:[0,1] —» R definida por g(x)=\/;, determine, caso
exista, o ponto ¢ nas condi¢Bes acima.

05. (IME-74/75) Se uma funcéo f é derivavel em um intervalo fechado [a, b] e se ¢ € [a, b], entdo:
f(b)-f(a) = (b-a) f'(c).

a) Faca uma figura explicativa do Teorema acima, interprete-o geometricamente e dé um nome
segundo o qual ele é conhecido;

b) Particularizando o Teorema, para a funcdo e o intervalo fechado definidos abaixo.

f(x) = x*, e, [a, b] = [0, 2] calcule o valor de c e determine a equagéo da tangente em c.

06. (CPRIME-82) Seja f:[a, b] > R, continua em [a, b] e derivavel em (a, b). Mostre que dado h ¢
R, arbitrario, existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) =h f(c) . (Sugestado: considere a funcdo ¢(x) = f(x) e ™
e aplique o Teorema de Rolle).

MAXIMOS E MINIMOS — CRESCIMENTO
CONCAVIDADE - ASSINTOTAS - GRAFICO

01. Analise crescimento, decrescimento e maximo e minimo relativos.
a) f(x)=x®-3x?-1;

b) f(x) =1-¥x? :

c) f(x)=tg x—8 sen x;

d) f(x) = x¥2x—x2 .

02. Dada a funcéo g tal que g(x)= A x° In(i), determine a constante A para que o valor maximo
X
de g seja 1.

03. (IME-74/75) Ache as dimensdes do retangulo de area maxima que tenha dois vértices sobre a
reta X = a e 0s outros dois sobre a parébola y? = 2px .

04. (IME-80/81) Um triangulo retangulo, de hipotenusa p — b e catetos b e c, onde p é constante,
girar em torno de ¢ gerando um cone. Que valor deve ser dado a b para que o volume do cone seja
maximo?

05. (IME-77/78) Sobre o eixo dos x tem-se dois pontos A e B de abscissas a e b, respectivamente
(b > a > 0). Achar um ponto P sobre o eixo y tal que o angulo APB seja maximo.

06. (IME-83/84) Determine, entre todos os triangulos retdngulos cuja hipotenusa € igual a H, o que
tem area maxima.

07. (IME-78/79) Ache as dimensbes do retadngulo de area que se pode inscrever no interior da
regido limitada pela parabola y? = 8x e pela reta x = 8, com um dos lados apoiado na reta x = 8.
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08. (IME-76/77) Considere a curva de equacéo y = X Determine as coordenadas do ponto desta
X

curva mais proximos do ponto de coordenadas (4, 1).

09. Determinar os pontos de inflexdo das seguintes fun¢des:
a) f(x) = x> -3x+1;

2X+2
b) f(X) = ———.
) 109 X2 +2X+2
10. (CPRIME-81) Determine os pontos de inflexdo y = e

11. Ache todas as assintotas das func¢des abaixo.

a) f(x):x+l;
X

3x3-5x2 +1
b) f(X) = ————;
) 1) x2 +5x2

-3 +x?-1
c) f(x) = ———.
) () vERT)

_9\2
11. (IME-75/76) Seja y = (x 22) a equacdo de uma curva C. Determine, caso existam, suas
X

assintotas, seus pontos de maximo e minimo, seus pontos de inflexdo, os pontos onde C encontra
0 eixo x’x e fagca um esboco de C onde estejam indicados os pontos e as retas acima referidas.

x> —4x +4

12. (IME-74/75) Estude a variacdo da funcdo y = > , determine seus pontos de maximo e
X

de minimo, de inflexdo e as assintotas. Trace um esboco da funcéo, assinalando os pontos acima
aludidos e as assintotas, concluindo, a seguir, sobre a existéncia ou nao de alguma regiao para a
qualy <0.

13. (IME-83/84) Dada a funcao definida nos reais por y = %/(x—l)(x —2)? determine:

a) zeros da funcéo;

b) intervalos onde a funcao é crescente ou decrescente;
¢) pontos de maximo e minimo;

d) pontos onde a derivada primeira nao é definida;

e) concavidade do gréfico da funcao.

14. (IME-79/80) Seja a funcao y definida por y(x) = (3 sen x +4) sen x—cos? x , para todo ndimero
real x.
a) E a funcao y crescente ou decrescente nos pontos x=0e X = g?

b) Qual é a concavidade de y nos pontos acima?
COMPLEMENTOS

1

16. Determine as assintotas da funcéo f tal que f(x)=<€*, X#0,
0,x=0
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17. Esboce o grafico das funcdes abaixo:
2

a)y = x2+x,
X +1

b) y =x*-3x3+3x%+1;

c) y=x%;

d) y=x*(x>0).
PROGRAMA IME-ESPECIAL/1989 - LIMITES

01. (IME-76/77) Send R, calcule lim *f :

( ) Sendo x e cacuexlin0 COS X
02. (IME-77/78) Para r > 0 e x > 1, defina a funcdo f, real de variavel real, como:

t_
ft(x)=x[%] Supondo-se que o limite indicado exista, define-se f(x):ling, x > 1.
t—

Determine f(e?), onde e é base dos logaritmos neperianos.

X
03. (IME-78/79) Calcule lim (X—_lj :
x—o\ X +1

04. (IME-82/83) Considere a fun¢éo f definida nos reais por: f(x)=(x-1)In(x-1)—-x In x. Dé seu
dominio e calcule lim f(x).

X—>
: g (5%)
05. (IME-80/81) Calcule I|m1(4—3x) 2,
X—>

06. (IME) Calcule Iign(1+ sen x)°9 %,

=0.

3

07. (IME-86/87) Calcule os valores das constantes a e b tais que Iirrz)(
X—> X

sen 3x+ax+bx3J

x—0|

sec2| L
2-b
08. Calcule Iim{senz( T H [ Xj.
2—-ax

09. Calcule, se existir:

a) lim Q/E;

n—ow
a n
b) Iim(1+—j ;
n—w n

1
c) lim@+kn)";
n—o

5n
d) Iim(n+3j .
1

n—ow\ N+
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N on L an
10. (IME) Calcule fim| 1+2"+3"

n—oo 3

11. (IME-88/89) Seja 0 < a < b. Calcule lim ya" +b" .

n—>wo

nN—-+o
1

12. (IME-87/88) Calcule Ilm[ j1+2'“- onde In denota logaritmo neperiano.

n—o\ N

13. Calcule lim §/(x+4)° - (x-4)°

X
l!

1+eX

0,sex=0

Xx=0

14. Seja f(x) = . Verifigue se f é continua, ache f e verifique se f é continua.

INTEGRACAO - PROGRAMA IME-ESPECIAL

01. Resolva os seguintes integrais indefinidos.
) [(x+3h)x;

.. 2X+15
i) >

iii) [x sen 2x%dx ;

iv) ;
j‘/2y + 1
v jJ_‘/_ dx

z+1

NVz2+2z+2

2
vii) [t?(1+2t%) 3dt;

viii) J'sen3 Y cosy dy;

dx ;

vi) dx;

iX) J'xe dx ;

arc tgx
) '[ 1+x

xii) [tg x dx;
xiii) [e* tg(e*)dx;
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. X )
Xiv) _[mdx ;

XV) j‘/%-dx;

xvi) [cos® 6.d6;
xvii) [cos® 6.do;

! X’ dx ;
Vi-x2
Xix) ijl+ xdx ;

xx) [x e*dx;

XViii)

XXi) _[xz sen x dx ;
xxii) x In x dx ;
xxiii) [€* In x dx ;
xxiv) [arc tg x dx;

XXV) jarc sen x dx ;

3
X +ldx;
2

xxvi) | —

XXVii) j le;
X J—

3
ocviil) [
x(x —1)°

02. (IME-mil) Calcule y(x) = [x* arc tg x dx.

dx

03. (IME-65) Sendo m um numero real maior que 1, calcule jm
x In x(In'In x

04. (IME-mil) Calcule, usando a substituicdo x =sent, | = ﬁ\/l— x2dx .

025. (IME-mil) O gréfico ao lado mostra a figura A, compreendida entre aretay = x e a paradbolay —
xX°.

figura
Calcule a area da figura A.

06. Sejam f:R >R e g:R —» R. Definimos min {f, g} como sendo a funcdo h:R — R tal que

h(x) = min{f(x), g(x)}, ¥x e R . Se f(x)=x?+3 e g(x) =4x, Vx eR, calcule E‘min{f, g} dx.

07. (IME-64) Determine a area da superficie limitada pela curva y = -2x°+2x+12 e pela reta
2x-y+4=0.
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08. (IME-65) Calcular a soma das areas das superficies finitas limitadas pelos graficos da curva
x?+2y =0 e das assintotas da hipérbole 4x® -y?+16 =0.

09. (IME-66) Determine o valor numérico da é&rea delimitada pelas curvas x+2y=3 e

x = y?3y +1.
10. Ache a area da regido delimitada por x =y? e x+2y-3=0.

11. (IME-77/78) Dadas as parabolas y; € y,, y1(X) = 51 — x> e y»(X) = X* + 1, sabe-se que a area
entre y; e y,, mediria entre x =0 e x = 6, é igual a 3 vezes a area entre y; e y,, medida entre x=5e
x = 4. Determine a.

12. Seja R a regido dos pontos Xx;, X;) do plano, delimitada pelas inequaces
X2 —4x,+4xX, —24<0; X, -X,-3>0; x; >0; x, >0. Calcular a area de R.

13. Determinar a area da regido compreendida entre as curvas:
a) f(x) = x> —2x; g(x) = x?;
b) y? =2x; x> =2y ;

X2

0) X*+y* =16,y ==

d) y =tgx; eixo O r; reta x =%;

e) y=3x?-2x-1 eixoOr; x=-1;x=0.
14. (IME-76/77) Sejam as regibes definidas pelos conjuntos de pontos A e B, onde

A={(x,y)eR?|y?<mx,meR*} e B={(x y)eR?|x?<ny,neR*}. Determine a area do
conjunto C=AnNB.

15. (IME-78/79) Calcule a area da superficie finita entre as curvas de equacdo y=16-x* e

y=x*-5x?+4.

16. (IME-81/82)(mil) Determine m tal que a regido acima da reta y =mx e abaixo da parabola
y = x—x? tenha uma &rea de 36 unidades.

17. (IME-80/81 — mil) Calcule a &rea limitada pelo eixo das x, a curva y = x(In x)*> e asretasx =1 e
X=e.

18. Determine a area da regido interna a curva fechada y? = x2 - x*.

19. (IME-66) Calcule o limite das seqiiéncias abaixo.

P 9P _ 2P p
a) Iiml +2"+3+...+n P>-1):
n—w np+1

1 1 2 n
b) lim =|sen —+sen —+...+sen—|.
n—ow N n n n
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20. (CPRIME-84) Determine a area da regido sob a curva f(x):X\/4—x2 entre x=-+2 e

x=42.

21. (CPRIME-84) Calcule o valor médio da funcdo f(x)=x? no intervalo [1, 4] e determine um
valor de ¢ neste intervalo tal que f(c) dé seu valor médio.

22. Ache a derivada das fun¢des a seguir:
a) F(x) = [ 2tdt;

b) f(x) = [ sen t%dt;

c)y= chos t2dt ;

d)y= Jf(ut“)dt.

23. (IME-74/75 — mil) As variaveis x e y estdo relacionadas pela equacao x = J;/ . Sabendo-

dt
J1+ 4t?
2

dy . . . . .
se que d—g é proporcional a y, determine a constante desta proporcionalidade.
X

24. (IME-65) Dada a fungdo F(x) =1+2x+ | x—-1]|, pede-se calcular a integral definida de F(x) entre
os limites -1 e 2.

25. (IME-67) Calcule, entre os limites —-0,7 e 0,8, a integral da funcdo definida por

G(x) = lim —1—.
n—o 3 4+ X"

26. (IME-67) Calcule lim & ﬁexdx . (@ € uma constante; e é a base dos logaritmos neperianos).
y—»ay—a

ax?+bx+c,x <1
[3x-5], x>1

i) a fungdo F é continua sobre seu conjunto de defini¢éo;

i) [FOodx =15

iii) a funcdo primeira derivada de F é descontinua apenas em um namero do conjunto dos reais.
Pede-se determinar os nimeros a, b, c.

27. (IME-67) Seja a funcéo F definida por F(x) = { . Sabe-se que:

28. (IME-68) Seja f uma funcao real de variavel real tal que:

X+2, X<-1

f(x)=<]| x|, -1<x <1. Determine a funcéo F, real de variavel real, cuja derivada seja f, de modo
2, x>1

que F(0) = 0.
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29. (CPRIME-82) Define-se a funcédo logaritmo como log x = f% para x > 0; mostre que

log xy =log x+log y e que log (x") =r log x , onde r € um nimero racional.
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