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EXERCICIOS DE GEOMETRIA PLANA — REVISAO

01. (IME-64) Uma corda corta o diametro de um circulo segundo um angulo de 45°. Demonstrar
gue a soma do quadrado dos segmentos aditivos “m” e “n”, com que a corda fica dividida, € igual
ao dobro do quadrado do raio do circulo.

02. (IME-64) Prolonga-se o raio AO de um circulo, de um comprimento AB = OA ; traca-se uma
tangente ao circulo, sobre a qual se levantam as perpendiculares AN e BC. Supondo que o

angulo OAC =126°, qual o valor do angulo AOB ?
Resp.: 42°.

03. (IME-64) Provar que, em qualquer trapézio, a soma do quadrado das diagonais € igual a soma
do quadrado do lado n&o paralelo mais o dobro do produto das bases.

— = — —2 —2
04. (IME-65) AB = AC =BC. Expressar a diferenca AB — AM em funcdo dos segmentos

aditivos da base.

A

B M C

—2
Resp.: AB -AM =BM.MC.

05. (IME-65) Dividida a area de um circulo de raio R, em n partes equivalentes, por meio de
circunferéncias concéntricas de raios ry, o, r3, ..., I, ..., Ih_1, €stabelecer o valor de r; em fun¢éo de
R, nei.

Resp.: R‘/m

06. (IME-65) Sobre uma circunferéncia tomou-se um ponto qualquer A. A partir desse ponto,
tracam-se retas secantes, tendo como comprimento o dobro das respectivas cordas. Definir,
provando, o lugar geométrico das extremidades das retas assim construidas.

Resp.: Circunferéncia.
07. (IME-65) Dado o trapézio de bases b=20, B=30 e lados a=12, ¢ =10, dividir a area
desse trapézio por uma reta paralela as bases, de modo que as éareas resultantes sejam

proporcionais a 3 e 7, sendo B a base da area maior. Calcular a distancia y da reta divisora a base
menor b.

Resp.: 2—54(\/5— 4).
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08. (IME-66) Por um ponto distante 7 cm do centro de uma circunferéncia de 5 cm de raio traca-
se uma secante de modo que sua parte externa é 2/3 da secante total. Calcular o comprimento da
secante.

Resp.: 6 cm.

09. (IME-66) Em um circulo de 10\/5 cm de didmetro temos duas cordas de 2cm e 10 cm.
Achar a corda do arco soma dos arcos das cordas anteriores.

Resp.: 8\/5 cm.

10. (IME-66) Determinar a bissetriz do angulo maior de um triangulo cujo perimetro € 38 m e cujos
lados séo proporcionais a 4,6 e 9.

Resp.: 24114 /5.

11. (IME-67) Na figura abaixo, AB e AC séo tangentes ao circulo menor. Determinar, em funcéo de
r, a area da parte hachurada.

Resp.: = r2,

12. (IME-67) Determinar, justificando sucintamente, o nimero de poligonos convexos ou
estrelados, regulares, ndo semelhantes, que se pode construir com 15 lados.

Resp.: 4.

13. (IME-67) Um trapézio de vértices ABCD esta inscrito em um circulo, de raio R, sendo AB =R e
CD = 2R e sendo BC e AD lados nao paralelos. Tracam-se as bissetrizes dos angulos internos do

trapézio, de modo que a bissetriz de A intercepta a de D no ponto Q, a da B intercepta a de C no
ponto N e a de C intercepta a de D no ponto M. Sabendo que os pontos M, N e Q sdo interiores

ao trapézio ABCD e que o ponto P é a intersecdo das bissetrizes de A e B, determine a relacao
entre as areas dos poligonos MNPQ e ABCD.

Resp.: 1/9.

14. (IME-67) A figura mostra o octégono regular MNPQRSTU, e um quadrado construido tendo por
base o lado MN.
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Sabendo-se que a distancia entre o centro do circulo inscrito no octdgono e o ponto de intersecéo
das diagonais do quadrado é a, determinar a area do quadrado em func¢éo de a.

Resp.: 2a2(3 - 2\/5).

15. (IME-67) Dois circulos exteriores possuem diametros de 10 m e 2 m e seu eixo radical dista
5 m do centro de um deles. Pede-se:

a) O comprimento da tangente comum externa dos 2 circulos;
b) Sendo P o ponto em que o eixo radical corta a tangente comum externa e O e O’ 0s centros dos
circulos, determinar a area do tridngulo POO’.

Resp.: a) 8\/5 m; b) 12\/5 m?.

16. (IME-67) No tridangulo abaixo, as distancias do ponto P aos lados AC e BC sao respectivamente
m e n. Verificar, justificando, se:

CcP? = (m2 +n? +2mn cos 03] cosec? C

B

17. (IME-68) Na figura abaixo, sendo AC =BC e BD =BE, expressar a = f(B).
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Resp.: o =—.

w|™

18. (IME-68) No quadrilatero qualquer ABCD, P é meio de AD e M é meio de BC. Unindo-se P a C
e M a A, obtém-se o quadrilatero APCM. Sendo a area de ABCD =18 m?, calcular a area de
APCM.

Resp.: 9 m?.

19. (IME-68) Os lados dos angulos MAN e QPR interceptam-se como na figura abaixo.

Sendo AD =3, AB =2, BC =4, pede-se:
a) o valor de DE.
b) dizer, justificadamente, se o quadrilatero BDEC € inscritivel.

Resp.: a) 1; b) sim.

20. (IME-68) Dado um triangulo isésceles, cujos lados sdo nimeros inteiros de metros, sabe-se
gue os raios dos circulos ex-inscritos tém um produto 16 vezes o raio do circulo inscrito.
Determinar os lados do triangulo.

Resp.: 3, 3, 2.

21. (IME-76/77) De um ponto exterior E a um circulo (O) qualquer tracam-se duas tangentes T e t’

a esse circulo, sendo os pontos de tangéncia P e P’. O angulo PEP' mede 140°. De P traca-se a
corda PA cujo arco mede 10° no sentido do maior arco PP’ sobre o circulo. De A traca-se a corda
AB cujo arco mede 70°, no mesmo sentido do arco PA. Pede-se:

a) o angulo EPP';
b) o &ngulo BP'E;
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¢) o numero de lados do poligono inscrito no circulo (O) cujo lado é a corda BP.
Resp.: a) 20°, b) 40° c)9.

22. (IME-76/77) Tracam-se dois circulos de raio r e centros em O e O’ (OO'=r) que se cortam em
I e J. Com centro em | e raio 2r tragca-se um arco de circulo que tangencia (O) em A e (O’) em A’
Com centro com 3 e raio 2r, traga-se um arco de circulo que tangencia (O) em B’. Em (O) o
diametro do tem a putra extremidade em C; em (O’) o didametro OO’ tem a outra extremidade em
C’. Os arcos AA’, A’C'B’, BB e BCA formam uma oval com quatro centros. Pede-se a area desta
oval em funcéo de r.

Resp.: r2(4n—J§)/2.

23. (IME-76/77) Seja ABCD um quadrilatero convexo. Tragam-se as bissetrizes internas dos

angulos A, B CeD, que se denominam respectivamente T, Tg, Tc € Tpc que determinam os

pontos M=Tp NTg; N=Tg NTe; P=Tc nTp; Q=Tp NnTp. Prova que:

1) O quadrilatero MNPQ é inscritivel;

2) As retas AB, CD e NQ sdao concorrentes em um ponto U, bem como as retas AD, BC e NP em
um outro ponto V.

24. (IME-85/86) Dados dois pontos fixos A e B (E =d), considere as elipses passando por B,

com foco em A e eixo maior de comprimento 2a, tal que 2a > d.
1°) Determine o lugar geométrico do segundo foco F dos elipses;
2°) Determine o lugar geométrico dos centros de gravidade dos triangulos ABF.

25. (IME-85/86) Considere um triangulo ABC qualquer e trés pontos X, Y e Z tais que X e BC,
Y e AC e Z< AB. Considere os circulos (Cy), (Co) e (C3) que passam respectivamente pelos
pontos CXY, AYZ e BXZ. Demonstre que (C;), (C,) e (C3) se encontram em um ponto W.

26. (IME-85/86)

1°) Demonstre que a diferenga entre os quadrados de dois lados de um triangulo é igual ao dobro
do produto do terceiro lado pela projecdo, sobre ela, da mediana correspondente.

2°) Determine o lugar geométrico dos centros dos circulos que cortam dois circulos exteriores, de
centros O; e O, e raios respectivamente iguais a R; e R,, com pontos diametralmente opostos.

27. (IME-85/86) Seja uma parabola de foco F e diretriz d. Por um ponto P € d tragam-se tangentes
a parabola que a interceptam em M; e M,. Demonstre que Mz, M, e F estdo em linha reta.

28. (IME-86/87) Seja ABCD um quadrilatero circunscritivel. Demonstre que os circulos inscritos nos
triangulos ABC e ACD tém, com a diagonal AC, um mesmo ponto em comum.

29. (IME-86/87) Sobre uma reta r marcam-se, nesta ordem, os pontos A, B, C e D. Em um dos
semiplanos determinados por r, tracam-se ao semi-circunferéncias de diametros AB, CD e AD; no
outro semiplano traca-se a semicircunferéncia de diametros BC. Calcule a razdo entre a area
delimitada por estas semicircunferéncias e a area do quadrilatero cujos vértices sdo os pontos
médios das semicircunferéncias. Mostre que esta razao independe dos pontos A, B, C e D.

Resp.: %

30. (IME-86/87) Seja uma hipérbole equilatera de centro O e focos F e F’. Mostre que o0 segmento
determinado por O e por um ponto M qualquer da hipérbole é média proporcional entre os
segmentos MF e MF’.
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31. (IME-86/87) Dado um tridangulo ABC de lados a, b, ¢ opostos dos &angulos A,éé

A
p sen —
respectivamente e de perimetro 2p, mostre que a = 2

N| O

COS — CO0S
2

32. (IME-86/87) Sejam duas circunferéncias, ndo ortogonais, de centros O e O’ que se interceptam
em A e B. Sendo D e D’ os pontos onde as retas O'A e AO interceptam, respectivamente, as
circunferéncias de centro O e O’, demonstre que o pentagono BOFF’'O’ é inscritivel.

33. (IME-86/87) Sejam A, B, C, D, E os vértices de um pentagono regular inscrito num circulo e M
um ponto qualquer sobre o arco AE. Unindo-se M a cada um dos vértices do pentagono, mostre
que os segmentos MB + MD = MA + MC + ME .

34. (IME-87/88) Dado um circulo de raio R e centro O, constréi-se 3 circulos iguais de raios r,
tangentes dois a dois, nos pontos E, F, G e tangentes interiores ao circulo dado. Determine, em
funcdo de R, o raio destes circulos e a area da superficie EPG, compreendida entre os trés circulos
e limitada pelos arcos EG, GF e FE.

Resp.: r =R(2y3 —3); S =3(7 - 443)(2y3 - n)R% /2

35. (IME-87/88) Calcule o lado ¢ de um triangulo ABC, em funcao de sua area S, do angulo C e de
K,onde K=a+b-c.

2S5 K

>

Resp.: ¢ =
K th
2

36. (IME-87/88) Sobre os catetos AB e AC de um tridngulo ABC, constroem-se dois quadrados
ABDE e ACFG. Mostre que os segmentos CD, BF e a altura AH sdo concorrentes.

37. (IME-87/88) Seja 0 semi-circulo de diametro AB = 2R e r sua tangente em A. Liga-se um ponto

P da reta r ao ponto B, interceptando o semi-circulo no ponto C.

a) Demonstre que o produto PB . BC é constante;

b) Determine o lugar geométrico do ponto médio de AC, quando P desloca-se sobre a tangente;

c) Seja AP =PB/2; calcule a &rea da por¢do do triangulo PAB, situada no exterior do semi-
circulo.

Resp.:c) S= R2(5J§— 2n)/12.
38. (IME-88/89) Numa circunferéncia de centro O e didmetro AB = 2R, prolonga-se o diametro AB

até um ponto M, tal que BM =R . Traca-se uma secante MNS tal que MN =NS, onde N e S sao
0s pontos de interse¢do da secante com a circunferéncia. Determine a area do triangulo MOS.

Resp.: RZ\/EM.

39. (IME-88/89) Sdo dados um segmento AB e os pontos C e D, que o dividem interna e
externamente numa mesma razao. Mostre que as circunferéncias de didmetro AB e CD séo
ortogonais.
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40. (IME-88/89) Sejam ABC e ACD dois triangulos retangulos isésceles com o lado AC comum, e
os vértices B e D, situados em semiplanos distintos em relacdo ao lado AC; nestes tridngulos
AB=AC=a e AD=CD.

a) Calcule a diagonal BD, do quadrilatero ABCD;

b) Seja E o ponto de intersecdo de AC com BD. Calcule BE e ED;

c) Seja F aintersecdo da circunferéncia de diametro BC com a diagonal BD. Calcule DF e EF.

Resp.: a) aJl_OIZ; b) aJ1_0/3; c) a\/ﬁllo e aJ1_0/15.

41. (IME-88/89) Seja ABCD um trapézio cuja base maior AB = a é fixa e cuja base menor CD tem
comprimento constante, igual a b. A soma dos lados ndo paralelos é constante e igual a /. Os
prolongamentos dos lados sao paralelos se cortam em |.

a) Demonstre que o /.g. descrito pelo ponto I, quando a base CD se desloca, € uma cénica;

b) Determine eixos e distancia focal.

Resp.: a) Elipse de focos A e B; b) Eixo maior = a//a—b; eixo menor = a\lfz —(a—b)2 la-b;
distancia focal = a.

42. (IME-88/89) Seja um quadrado de lado a e um ponto P, exterior ao quadrado. Chame de
angulo sob o qual o quadrado € visto do ponto P” o menor angulo com vértice em P, que contenha
0 quadrado. Determine o lugar geométrico dos pontos P, de onde o quadrado é visto sob um
angulo de 45°.

43. (IME-89/90) Seja AB um diametro de um circulo de centro O e raio R. Sobre o prolongamento
de AB escolhemos um ponto P (PB < PA). Partindo de P tomamos uma secante que corta o

circulo nos pontos M e N (m < m), de modo que PM=AN=R.

a) Mostre que a corda MB é um lado de um poligono regular inscrito de dezoito lados.
b) Encontre uma equacdo (do 3° grau) que determina a distancia de P ao centro do circulo em
funcéo de R.

Resp.: a) MB = 20°=360°/18; b) d®> -3R?d-R® =0.

44. (IME-89/90) Seja P um ponto no interior de um triangulo ABC, dividindo-o em seis triangulos,
quatro dos quais tém areas 40, 35 e 84, como mostra a figura.

A

B 40 30 \c

Calcule a area do triangulo ABC.

Resp.: 311.

45. (IME-89/90) Os lados de um tridngulo estdo em progressao aritmética e o lado intermediario
mede /. Sabendo-se que o maior &ngulo excede o menor em 90°, calcule a raz&o entre os lados.
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Resp.: fﬁ/?.

46. (IME-89/90) Prove que as tangentes ao circulo circunscrito a um tridngulo, passando nos seus
vértices, interceptam os lados opostos em trés pontos colineares.

47. (IME-89/90) Seja um tridangulo ABC cujos lados sdo tangentes a uma parabola. Prove que o
circulo circunscrito ao triangulo passa pelo foco.

48. (IME-90/91) Sejam um circulo, com centro O e raio R, e um ponto P tal que OP =3R.

a) Determine um didmetro MN de modo gue o triangulo PMN seja retdngulo com angulo reto em
M.
b) Calcule, em fungéo de R, os lados e a area do triangulo PMN.

c) PN intercepta a circunferéncia em um segundo ponto K. Calcule PK .

d) O diametro MN gira em torno de O. Qual o lugar geométrico dos pés das perpendiculares
tracadas de P sobre MN?

e) Determine a posicdo do didmetro MN para que a area do triangulo PMN seja maxima.

Resp.. b) PMe2J2 R, MN=2R, PN=2y3 R, S=2J2R2; () PK =443 R/3; d) circulo de
didmetro OP (exceto o ponto P); e) MN_LOP .

49. (IME-90/91) Considere um circulo e uma reta que ndo se interceptam, ambos contidos num
plano. Determine o lugar geométrico dos centros que sao tangentes ao circulo dado
(exteriormente) e a reta dada.

50. (IME-90/91) Num trlangulo ABC tracamos a altura AH e do pé H dessa altura construimos as

perpendiculares HD HE sobre os lados AB e AC; seja P o ponto de intersecao de DE com BC.
Construindo as alturas relativas aos vértices B e C determina-se também, de modo analogo Q e R
sobre os lados CA, AB. Demonstre que os pontos P, Q, R sdo colineares.

A

E

H C

51. (IME-90/91) No plano, considere um disco de raio R chame este conjunto de A,. Divida um raio

R : . o1 2
de Ay em trés segmentos congruentes e retire de Ay a coroa circular de raios 3 Re ER' chame
este conjunto de A;. O conjunto A; contém um disco de raio R; = 3 R, divida um raio deste disco
. . . . .1
em trés segmentos congruentes e, mais uma vez, retire de A; a coroa circular de raios =R; e

ERl’ chame este conjunto de A,. Continue esse processo indefinidamente e seja A o conjunto

resultante.
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a) Calcule a area do conjunto A, obtido apds a n-ésima etapa do processo descrito acima.
b) Calcule a area do conjunto resultante A.

2n
Resp.:a) S, = R2.25 3. 1) g-2Rr2
8.3%" 8

PROGRAMA IME ESPECIAL - 1991 - GEOMETRIA ESPACIAL

01. (IME-64) Um cone circular reto, de raio da base igual a “R” e altura “h”, esta circunscrito a uma

esfera de raio “r". Provar que 21 1

rh r2 ? '
02. (IME-64) Um tronco de cone de resolucdo, de bases paralelas, tem a sua geratriz igual & soma

dos raios das suas bases. Sabendo-se que a sua area lateral é igual a 66,56 cm?, e gue a sua
altura € de 4 cm, calcular o seu volume. Considerar © = 314 .

Resp.. 72 cm?®.

03. (IME-64) Um cubo, de éarea total igual a 24 m?, é cortado por um plano de modo a se obter

uma secao hexagonal regular. Calcule o lado do quadrado inscrito no triangulo equilatero de
perimetro igual ao do hexdGONO OBTIDO.

Resp.: 4J§/(2J§+J§) cm = 2(2\/3—3\/5) cm.

04. (IME-65) Um cone equilatero esta inscrito em uma esfera de raio R = 6. Deseja-se cortar 0s
dois solidos por um plano paralelo a base do cone, de tal forma que a diferenca entre as areas das
sec¢Oes obtidas seja igual a 2n. Qual a menor distancia do vértice do cone a que deve passar este
plano?

Resp.: (9 —5J§)/2 .

05. (IME-65) Na linha plana ABC da figura, o segmento de reta AB e 0 arco de circunferéncia BC
concordam em B. Em funcao de AC = ¢, determinar a area total do sélido gerado pela revolucao

da linha ABC em torno do eixo OO' eo volume, maximo, de um octaedro que tem vértices em A e
C e os outros sobre a circunferéncia gerada pela revolucdo de B em torno do mesmo eixo.
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> O

C
0]

2 3
114 b4
Resp..a) —u.a; b)) —u.v.
p-: a) 2 )18

06. (IME-65) Em um trapézio isGsceles de &rea A, =5 est4 inscrito um circulo de area A, =n.

Um solido de revolucdo é gerado pela rotacdo do trapézio em torno de um eixo perpendicular as
suas bases, contido no plano da figura, e afastado do vértice mas préximo de uma distancia igual
ao comprimento da base maior. Calcular a area total e o volume deste sélido de revolucao.

Resp.: A=120ntu.a V=60 u.v.

07. (IME-66) O volume de uma cunha esférica € igual ao volume do cubo inscrito na mesma esfera.
Calcular o angulo da cunha.

Resp.: 4\/5/3 rad.

08. (IME-66) Um cilindro é circunscrito a uma esfera de raio R. Um cone é circunscrito a esse
cilindro de modo que sua altura seja 4R. Calcular a relacdo entre a area lateral do cone e aq area
da esfera.

Resp.: JE

09. (IME-66) Inscreve-se um cilindro circular reto numa esfera. Calcular o raio da esfera. Sabendo
gue a altura do cilindro é 4 m e que a relacéo entre o raio da base e o raio da esfera é \/5/2 .

Resp.: 4 m.

10. (IME-66) Pela diagonal de uma das faces de um cubo de aresta igual a 6 m faz-se passar um

plano que forma com esta face um diedro de arc tg \/E Calcular os volumes dos solidos em que
fica decomposto o cubo.

Resp.: 36 m3 e 180 m3.

11. (IME-66) Um cone de 27 cm de raio e 36 cm de altura tem o vértice no centro de uma esfera
de 35 cm de raio. Calcular o volume da por¢éo de espago comum aos dois solidos.

Resp.: 2. 52 .73 n/3 cmS.
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12. (IME-66) Quatro esferas de raio R sdo tangentes entre si e trés delas estdo apoiadas num
plano horizontal. A altura do centro da esfera mais alta referida a esse plano é 26,32 cm. Calcular

o raio das esferas.

Resp.: 10 cm.

13. (IME-67) Um prisma A, um prisma B, e uma piramide C tém ao todo 32 arestas. Sabendo-se
gue A tem mais arestas que B, dizer o nimero de lados da base de cada sélido.

Resp. A:5;B:3;C:4.

14. (IME-67) O volume de um tronco de piramide vale 950 cm® e sua altura é de 9 cm. A base
maior € um triangulo retangulo cuja altura € 12 cm e cujo perimetro € 60 cm . Calcular:

a) O volume da piramide da qual se derivou o tronco.
b) A area da base menor do tronco de piramide.

Resp.: a) 1350 cm?; b) % cm?.

15. (IME-68) Dado um prisma reto cuja base é um quadrado de lado 10 m e altura 18 m; passa-
se um plano que corta o prisma de modo a que trés arestas consecutivas ficam medindo
10 m, 12 m e 14 m. Calcular, em metros quadrados, a area lateral do prisma truncado assim
formado.

Resp.: 480 m?.

16. (IME-68) Consideram-se trés esferas tangentes a um plano P em trés pontos A, B, C, e
tangentes duas a duas. Calcular os raios X, y, z das esferas em funcao das distancias matuas a, b,
¢ dos trés pontos A, B, C.

Res 'X—E' . z—a—b
P 22 VT 2c’

17. (IME-68) Corta-se um cubo de aresta a por 8 planos que passam, cada um, pelo meio das
arestas que chegam a cada vértice. Considera-se o sdlido S que resta, se retirados os 8 tetraedros
obtidos. No mesmo sdélido S, inscreve-se um octaedro P que tem por vértices os centros das faces
do cubo original. Calcular a relagao entre os volumes dos sélidos S e P.

Resp.: 5.

18. (IME-68) Calcular o raio das esferas circunscrita e inscrita a uma piramide regular que tem por
altura h e por base um quadrado de lado a.

Resp.: (2 h? +a2)/4 h; r:ah/(a+\/4h2 +a2).

19. (IME-85/86) Seja um paralelepipedo retédngulo de bases ABCD e A'B’C’D’, cujas arestas AA’,
BB’, CC’ e DD’ tenham por comprimento h e os lados da base sejam, respectivamente, AB=a e
AD =b. Por DD’ considere dois planos DD'MM’ e DD’NN’.

1°) Determine as distincias AM=x e CN=y, para que esses dois planos dividam o

paralelepipedo em trés partes do mesmo volume.
2°) Determine a razdo entre os volumes dos sélidos MBNM'B'N’ e MBNM'D’'N’.
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3°) Encontre a relagdo entre a e b, que estabeleca a condi¢cdo necessaria e suficiente para que o
diedro de arestas MM’, cujas faces passam por DD’ e NN’, seja reto.

Resp.: 1°)x—23'y:2?b; 20)%;30) ﬁbzﬁa.

20. (IME-85/86) Seja um triangulo ABC, retangulo em A. Por B, traca-se uma reta perpendicular ao
plano do tridngulo. Sobre esta, fixa-se no ponto S. Por B, passa-se um plano que intercepta SC em
C’ e é perpendicular a SC. O plano corta SA em A’. Demonstre que os cinco pontos A, B, C,A’e C’
pertencem a uma mesma esfera.

21. (IME-85/86) Dadas duas esferas de raios respectivamente iguais a R e r, tangentes exteriores,
€ um cone circunscrito a elas, calcule a area da superficie lateral do tronco de cone que tenha por
bases os circulos de contato das esferas com o cone.

Resp.: 4n Rr.

22. (IME-85/86) Dado um tronco de piramide triangular de bases paralelas, demonstre que as retas
que ligam os vértices da base inferior aos pontos médios dos lados opostos da base superior séo
concorrentes.

23. (IME-86/87) Num plano © tem-se um retangulo ABCD de dimensGes AB=2a e AD=a.

Consideram-se a superficie prismatica, cujas arestas sdo as retas perpendiculares a =, passando

por A, B, C, D e um ponto C’, sobre a aresta tragada por C, tal que CC'=h.

Seccionando-se esta superficie por um plano passando por AC’.

a) Mostre que é possivel obter-se para secao plana um losango AB’C’'D’, onde B’ e D’ séo pontos
das arestas que passem respectivamente por B e D.

b) Determine, em funcéo de a e b, uma condi¢do necessaria e suficiente para que o losango esteja
situado em um mesmo semi-espago em relagéo ao plano .

c) Calcule o volume do tronco de prisma ABCDB’C’D’, supondo satisfeitas as condi¢des do item
anterior.

Resp.: b) b>\/§a;c) a’b.

24. (IME-86/87) Dada uma piramide hexagonal regular de vértice V e base ABCDEF, de lado da
base igual a ¢ e altura h.

a) Mostre que existem duas esferas tangentes aos planos das faces dessa piramide.

b) Calcule os raios dessas esferas.

c) Mostre que o produto desses raios independe de h.

Resp.: b) r— (\/4h2+3£2 30 v (\/4h2+3£2 J30: o) r.r=30214.

25. (IME-86/87) Sejam duas retas ortogonais r e r’, ndo coplanares. Considere sobre r dois pontos
fixos A e B e sobre ' dois pontos variaveis M e M’, tais que a projecdo de M’ sobre o plano que
contém o triangulo MAB é o ortocentro H deste triangulo.

Determine o lugar geométrico dos centros das esferas circunscritas ao tetraedro ABMM’.

26. (IME-87/88) Secciona-se um cubo de aresta a por planos passando pelos pontos médios das

arestas concorrentes em cada vértice. Considere o solido formado ao retirar-se as oito piramides
obtidas. Calcule a soma das arestas, a &rea e o volume deste solido.

Resp.: 12\/5 a; (3+J§)a2; 5a° /6.
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27. (IME-87/88) Considere um semicirculo de didmetro AB =2R . Por A, traca-se uma reta que
forma um angulo de 30° com o diametro AB e que corta 0o semicirculo em C. Por C, traca-se a
tangente ao semicirculo, que intercepta a reta que contém AB no ponto D. Fazendo-se uma
rotacdo em torno da reta que contém AB, o semicirculo gera uma esfera E o triangulo ACD gera
um solido S.

a) Calcule o volume deste sélido S, em funcao do raio R.

b) Seja M um ponto sobre AB tal que AM:%. Considere um plano =n passando por M e

perpendicular a reta AB, seccionando a esfera E e o soélido S. Calcule a razdo entre as areas
destas duas secdes.

Resp.: 15.

28. (IME-87/88) Dadas duas retas reversas r e s, ortogonais e sua perpendicular comum t, que
cortar em | e S em K; considere um segmento AB, de comprimento constante, que se move
apoiando suas extremidades A e B, respectivamente sobre r e s. Unindo-se A aK e | a B, forma-se
um tetraedro variavel ABIK.

a) Demonstre que a soma dos quadrados das arestas deste tetraedro € constante.

b) Calcule o raio da esfera circunscrita ao tetraedro, em funcéo da distancia AB.

Resp.: b) —.
P )2

29. (IME-87/88) Considere as esferas cuja interse¢do com um plano & € um circulo fixo C. Seja r
uma reta do plano =, exterior ao circulo. Determine o lugar geométrico dos pontos de contato dos
planos tangentes a tais esferas e que contém a retar.

30. (IME-88/89) Mostre que a éarea total do cilindro equilatero inscrito em uma esfera é média
geomeétrica entre a area da esfera e a area total do cone equilatero inscrito nessa esfera.

31. (IME-88/89) Seja ABC um triangulo retangulo isGsceles, com AB =AC=a. Sejam BB’ e CC’
dois segmentos de comprimento a, perpendiculares ao plano ABC e situados no mesmo semi-
espaco, em relacdo a este plano.

a) calcule a area total da piramide de vértice A e base BCC'B’;

b) calcule o volume desta piramide;

c) mostre que os pontos A, B, C, C’ e B’ pertencem a uma esfera;

d) determine o centro e o raio desta esfera.

3
Resp.: a) (3 + 2\/5 + J§) a’l2; b) a?; d) O centro da esfera é o centro do retangulo B'B'C'C, e

ay3

o raio € —.
2

32. (IME-88/89) Seja ABCD um tetraedro regular de aresta a. Seja O o baricentro da face ABC.

Efetua-se uma translacdo do tetraedro igual a A_20 obtendo-se um novo tetraedro A’'B’C’D’.

a) Determine o volume da esfera inscrita no sélido comum aos tetraedros ABCD e A'B'CD’.
b) Determine o volume da esfera circunscrita a este sélido.

Resp.: a) Jgna3/729; b) \/gna3/27.
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33. (IME-89/90) Considere uma esfera de raio R. Determine a figura geométrica a qual pertence o
lugar geométrico dos vértices dos triedos nos quais as trés arestas estéo tangentes a essa esfera e
formam, duas a duas, dngulos de 60°.

Resp.: Superficie esférica concéntrica com a esfera dada e de raio R\/g .

34. (IME-89/90) Dois circulos de raio R e r sdo, a0 mesmo tempo, bases de um tronco de cone e
bases de dois cones opostos de mesmo vértice e mesmo eixo. Seja K a razdo entre o volume do

. : ~ R :
tronco e a soma dos volumes dos dois cones opostos e seja m a razdo — . Determine m em
r

funcéo de K.

K+1iJ—3K2+1OK—3

Resp.: m=
2K-1

35. (IME-89/90) Seja um segmento fixo OA de comprimento a e uma semi-reta variavel Ox, tal que

AOX =0, o angulo agudo, pertencentes a um plano fixo n. Seja a perpendicular ao plano tem A e
seja B pertencente a esta perpendicular tal que AB =a . Seja C o pé da perpendicular tracada de B
sobre Ox. Pedidos:

a) Qual a propriedade comum a todas as faces do tetraedro OABC?

b) Calcule o comprimento das seis arestas de OABC em func¢éo de a e a.

¢) Calcule o volume v do tetraedro em funcéo de a e a.

d) Determine o volume comum aos dois sélidos concentradas no item anterior.

Resp.: a) Todas as faces séo A’s retdngulos; b) OA=a, OB =a\/5, OC=acosa, AB=a,
AC =asena, BC=a\[1+ sen® o ; c) (a3 sen 2a)/12; d)30° ou 60° e) a3J§/36.

36. (IME-90/91) Sejam dois quadrados ABCD e ABEF, tendo um lado comum AB, mas néo
situados num mesmo plano. Sejam M e N pertencentes, respectivamente, as diagonais AC e BF

. AM BN 1 .
tais que — = — = —=. Mostre que MN ¢é paralelo a DE.
AC BF 3

37. (IME-90/91) Seja um cone reto de base circular, vértice V, altura h e raio da base r e seja ABC

um tridngulo equilatero circunscrito a base do cone. Pede-se:

a) Determinar a relacdo entre h e r para que o tetraedro, com vértices VABC, seja regular.

b) Satisfeitas essas condi¢des, calcule, em funcao de r, o volume limitado pela superficie do cone,
pelo plano de sua base e pelos dois planos tangentes que passam pela aresta VA.

Resp.: a) h:2\/§r; b) 23(3\/5—\/5:1)/9.

38. (IME-90/91) Seja, sobre uma esfera, um circulo maximo (C) com diametro AB =2R. Tracam-
se: uma corda MN do circulo (C), paralela a AB, e duas retas x e y perpendiculares ao plano do

circulo de diametro AB e passando, respectivamente, por M e N. Os planos definidos pelo ponto A
e a reta x e o definido pelo ponto A e a reta y cortam a esfera segundo dois circulos. Mostre que
quando MN varia, mantendo-se paralela a AB, a soma dos quadrados de seus raios € constante.

T

RUMOADITA o




QUESTOES DISCURSIVAS DE GEOMETRIA PLANA

01. Na figura abaixo, 0s pontos Aj, A, Az, A4, As, S80 vértices dos tridngulos equilateros A, A, As,
A4, As, Ag, As, ... etc. Se AjA, =A3A, =3 cm, ache o limite da soma dos perimetros desses
tridangulos, quando o numero de tridngulos cresce infinitamente.

02. Na figura, CDEF é um trapézio de bases B e b. Se MN=x é paralelo as bases, estabele¢a
uma relacé@o entre A, B e b.

C b D

Y .
[N

03. Mostre que um tridngulo qualquer, o produto de dois lados é igual ao produto da altura relativa
ao 3° lado pelo diametro do circulo circunscrito.

04. Calcule o raio do circulo circunscrito a um triangulo de lados a, b e ¢ e semiperimetro p.
05. As alturas de um triangulo medem 3 cm, 4 cm e 2,4 cm. Ache as medidas de seus lados.

06. Em um triangulo, tira-se por um dos vértices de um angulo agudo uma reta que faz 30° com a
hipotenusa e que divide o cateto oposto em segmentos de 2 cm e 5 cm, estando o maior lado da
hipotenusa. Calcular o segundo cateto e a &rea do triangulo. Dar também a solucéo gréfica.

2

07. Provar que a equagao % X —% X +%:0 admite sempre raizes se b e ¢ sdo catetos de um

triangulo reténgulo e h a altura relativa a hipotenusa.

08. Uma das alturas de um triangulo medem 6 cm e 8 cm. Entre que valores pode estar a medida
da terceira altura:

09. As distancias dos vértices A, B e C, de um tridngulo ABC, a uma reta r, exterior ao triangulo sédo
X, Y € z. Se a distancia do baricentro desse triangulo a outra reta € g, mostre que:

_X+y+2Z

J 3

T
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10. Dados trés pontos colineares A, B, e C, tais que AB=2cm e BC=4 cm, considere os trés

semi-circulos de diametros AB, BC e AC situados do mesmo lado de AC. Qual o raio do circulo
tangente interiormente ao maior destes semi-circulos e tangentes exteriormente aos dois menores?

11. Num triangulo ABC is6sceles de base BC=6 cm e altura AH igual a 4 cm, tracam-se as

alturas BD e CE que se cortam em |. Qual o raio do circulo que passa por A, D, | e E?

12. Os circulos da figura, tém raioOs de 4 cm e 9 cm. AB e CD séo tangentes comuns extermos.
Ache a area do trapézio ABCD.

A

D

13. Na figura abaixo, M e N sdo pontos médios de AB e %, do quadrado ABCD. Ache a éarea
assinalada, em funcéo do lado ¢ do quadrado.

M A

@ 0

g
C D

14. Qual a &rea do triangulo APD da figura anterior, em funcéo do lado ¢.

15. Qual a razéo entre as areas dos quadrilateros BMPN e NPDC da figura do problema 13?

16. Na figura abaixo, PA e PB sdo tangentes ao circulo de centro O e raio R. Se APB =a,, ache a
area assinalada em fungdo de R e a.

T
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17. Na figura abaixo, M, N, P e Q séo pontos médios dos lados AB, BC, CD e DA Ache area do
guadrilatero XYZW em funcéo da area S do quadrilatero ABCD.

A H B
X Y

Q ¢ y N
W Z

O P C

18. O triangulo ABC tem base BC=12 cm, e sua altura, relativa a BC mede 8 cm. Seja

W/lﬁ, e sejam MQ1BC e NPLBC tal que o retangulo MNPQ tem area maxima. Ache MN e a
medida da area do retangulo MNPQ.

A

19. Na figura abaixo, o ponto P dista 4 cm, 6 cm e x dos lados AB =15 , BC=14 e CA=13.Ache
a medida x.

B

A

C : B

20. Na figura abaixo, AB =15 cm, AC=13 e BC=14. O semicirculo tem centro sobre BC e é

tangente aos lados AB e AC. Ache o raio desse semicirculo.

T
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21. Os lados b e ¢ de um tridangulo formam 120°. A bissetriz relativa ao lado a mede y. Ache y em
funcdo de b e c.

. . . . n ~ S
22. Prove que o raio do circulo inscrito em um triangulo pode ser calculado pela expresséo: r = —,
p

onde S é sua area e onde p é seu semiperimetro.

23. Mostre que o raio do circulo exinscrito ao lado a de um triangulo ABC, pode ser calculado pela

expressao: r, =

,onde S é a area do triangulo e p é seu semiperimetro.
p-a

24. ABCD € um quadrilatero de lados a, b, ¢ e d cujas diagonais medem x e y. Se P e Q sdo os
pontos médios das diagonais, mostre que:

a? +b% +c% +d% =4PQ? + x% + y?

25. Mostre que em todo quadrilatero convexo inscritivel, o produto das diagonais € igual a soma
dos produtos de dois lados opostos, ou seja, na figura:

B

Y

X y=ac +hbd

26. Na figura abaixo, E=a, ﬁlzb, CD=c eDA=d.Se AC=x e ﬁ=y,mostreque:

T
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>
x
: <
O w
O

ad + bc
ab+cd’

X
y

C. Qual a razdo entre as areas do

w|N

27. Na figura, M é médio de AB e N é tal que AN =

guadrilatero MNCB e a area do triangulo ABC?

28. Na figura, AM=MN=NB, P é médio de AC e Q é médio de BC.Seo triangulo ABC tem area
S, ache a area hachurada.

A

Z

C

B o
29. Os trés semi-circulos da figura, tem diametros ﬁ, BC e AC. Mostre que, se A =90° entdo a

area hachurada é igual a area do triangulo ABC.




d C

B

30. Na figura, mzﬁ, &:% e ﬁzBTt:. Se o triangulo ABC tem area S, ache a area

hachurada.

B P C

31. Na figura, ABCDE é um pentagono regular de lado ¢. Ache a medida do lado do pentagono
FGHIJ.

32. Calcule sen 18°.
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33. Ache o lado do decagono regular inscrito em um circulo de raio R.

34. Um pentagono regular tem lado ¢, ache a medida de sua diagonal.

35. A roséacea de seis folhas da figura esta inscrita em um circulo de raio R. Ache sua area.

*

36. Na figura, cada um dos trés circulos passa pelos centros dos outros dois. Ache a éarea
hachurada se os trés circulos tém raios R.

‘®

37. Na figura abaixo PQ e TU séo perpendiculares a r. Ache % e TU se §:§:6 e se
a=2p3.
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38. Na figura, os circulos de centros (O) e (O’) tem raios |, sdo tangentes entre si e a reta r. Qual o
raio do circulo de centro O”?

Cada um dos circulos seguintes é tangente a quatro circulos. Estabeleca os raios desses circulos
(até o 4° ou 5°). Baseado no valor desses raios, calcule o valor da soma:

1 1 1 1
+ + + .
1.2 2.3 3.4 4.5

PROGRAMA — IME-90 — MILITARES - MISCELANEA

01. (IME-74/75) A soma dos 50 primeiros termos de uma Progressédo Aritmética € igual a 200 a
soma dos 50 seguintes € igual a 2700. Calcule a razdo da progresséo e o seu primeiro termo.

Resp.: r=1; a; =-41/2.

02. (IME-74/75) Considere a famila de curvas C, definida pela equacao:
y:x2—2(m—5)x+m+1.

a) Sabendo que a curva intercepta o eixo x’x em dois pontos, determine os valores que m
pode assumir;
b) Determine a equacdo do lugar geométrico dos vértices das curvas da familia C,

apresentando um esboco deste lugar geométrico.

2

Resp.:a)m<3 ou m>38; b) y=-x“+x+ 6 (fazer gréfico).

03. (IME-74/75) Considere as Progressdes Geométricas e Aritméticas abaixo, as quais se
prolongam indefinidamente nos dois sentidos:

T
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Verifique se elas podem definir o ndcleo de um sistema de logaritmos. Em caso, negativo, justifique
a resposta. Em caso afirmativo, determine a base do sistema.

Resp.: m =4 (impondo correspondéncia entre o termo);base :\E(p/m =4)
T la> 0,a=z1l

04. (IME-76/77) Seja x e R. Determine o conjunto A onde A R, dominio de definicdo da funcao f,
onde f:Xx — logy (x2 -x-1.

o | 1 16

05. (IME-78/79) Seja uma progresséo aritmética de 1° termo a; =0 e Ultimo termo ay,, tal que

. o i 1 1
ay #a19 =0. Seja a progresséo aritmetica de 1° termo b; =— e dltimo termo b,q =——. Calcule
a aio
ag ~
b_ em funcéo de a; e ajo.
6

. 85
Resp.: b—=a1 TR
6

n
06. (IME-79/80) Prove que nd = Zal, onde a; = (n-1) n+2i—1.
i=1

x° —hx +1

X2 +x+1

07. (IME-80/81) Determine os valores de h, de modo que a desigualdade — 3 < <3 seja

valida para qualquer x real.
Resp.: -5<h<1.

08. (IME-80/81) Mostre que o nimero 4444......48888......89 é um quadrado perfeito.

nvezes (n-1) vezes

Resp.: nimero = [(2 10" +1)/ 3]2, etc.

09. (IME-81/82) Determine os dois valores de m para 0s quais a razao entre as raizes da equacao:
mx? — 1+8m)x +4(4m+1)=0 éigual a (— %} .
1

1
Resp.. m=—=oum=——.
5 20

T

RUMGABITA




10. (IME-81/82) O quadrado de qualquer nimero por 2 n pode ser expresso como a soma de n
termos, em progressao aritmética. Determine o primeiro termo e a razao desta progressao.

Resp.: ay=4er=8.

11. (IME-81/82) Trés progressfes geométricas tém mesma razao q e primeiros termos diferentes a,
b, c. A soma dos n primeiros termos da primeira é igual a soma do 2 n primeiros termos da
segunda e igual & soma dos 3 n primeiros termos da terceira. Determine a relacdo que liga as

. b ¢ x
razbes — e —, em funcdo somente de a, b e c.
a a

Resp.:gz 1 1
a

9 2

a
12. (IME-83/84) Seja log a o logaritmo decimal de a e logz a o logaritmo de a na base 3. S&o
dados: log 2=a e log 3=p. Calcule em funcéo de a e P os valores de log N e logz N onde

N=2434$.
2
la

13 1 13
Resp.: logN=— B —-—=a; logy N=— - ——.
p.: log ZB 3% 03 2 3P

—%+1
a

13. (IME-84/85) Determine o valor de b, tal que

n
lim Z:IogIO stl_g,

nN—oo =0

onde p = p(t+D2"
Resp.: b= JE
14. (IME85/86) Determine Iogm ‘/0,37037... .

Resp.: 3.

15. (IME-85/86) Uma padaria trabalha com 4 tipos de farinha cujos teores de impureza s&o os
seqguintes:

Tipo Teor
A 8 %
B 12 %
C 16,7 %
D 10,7 %

T
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Para fabricar farinha tipo D, o padeiro mistura uma certa quantidade de farinha A com 300 gramas
de farinha tipo B; em seguida, substitui 200 gramas dessa mistura por 200 gramas de farinha tipo
C. Determine a quantidade de farinha tipo A utilizada.

Resp.: 700 g.

16. (IME-85/86) Mostre que os numeros 12, 20 e 35 ndo podem ser termos de uma mesma
progressao geométrica.

NUMEROS COMPLEXOS

01. Determine a e b reais sabendo que 1+ 3i é solucdo da equacao 2x% +ax+b=0.

02. (IME-74/75) Sdo dados dois nimeros complexos z; e z,. As partes real e imaginaria de um
complexo z séo dentadas, respectivamente, por Re(z) e Im(z). Determine z; e z,, sabendo que:

Zl + 22 =5
4zf + z% + 15[Re(zl)] =0.
Re(z,) = 4[Re(zl)]

03. Resolva a equacgdo: (1+i)z +3iz=2+..

. , X —i .
04. Ache os valores reais de x de modo que a parte real do nimero complexo z = - seja
i

X +
negativa.
. . 3-2a . . L
05. Determine a R para que o quociente — seja: (a) real; (b) imaginério puro.
06. (IME-73/74) Determine o conjunto dos pontos z do plano complexo tais que (Z hl 21) representa
z(z +

um ndmero real.

07. (IME) Dados dois pontos do plano complexo, z; =2+ 3i e z, =4 +5i, determine e esboce 0
z-24
Z—-17Zy

L.G. dos pontos que satisfazem a relacdo Re( ]= 0,com z#z,.

08. (IME-83/84) Sejam C uma constante real positiva € z um namero complexo. Determine os dois
lugares que satisfazem a equacao:

z+1
z-1
30
09. Calcule ﬁ—iﬁ .
2 2

‘/g 11

10. Sendo w :l+i—, calcule Zwk.
2 2 ]

T
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11. (IME-82/83) E dado 2cos6 = 1 + X ; demonstre que 2cosmeo = im +x™,
X X

12. Determine o L.G. dos afixos das raizes de z° - 2kz+1=0,com A ¢ R.
13. (IME) Determine os valores maximos e minimos de | z - 4|, sabendo-se que | z +3i|<1.

14. Identifique o grafico das sentencas a seguir;
a) | z-2+3i|<1.

b)| z-3|+| z+3|=10.
)| z-4|-| z+4|=6.
d)|z—2|:| z+4|.

15. Ache as raizes sextas de —8i.

16. (IME-77/78) Sendo H = (z ¢ C 28 -1 ¢ G:{zsc|212=1} e S=GnH, determine

todos os pares (an,, by,) € R? tais que a, . b, ieS.

17. (IME-75/76) Considere trés numeros complexos zq, z; e z,. Sabendo que zg # 21 # 2z, e que

28 :zf =z§ =1, calcule z% +zf + z%.

24 . +x"1-0 n<2 neM.

18. Resolva a equacdo 1+ X + X
19. (IME-72/73) Determine as raizes primitivas de indice 24 da unidade.

20. (IME-76/77) Seja z=a +bi(a, b & R; i=4—1) . Determine a e b tais que 22=3-4i.

21. Considere o subconjunto A do plano de Gauss da figura abaixo.

Im 4

T .

Esboce o grafico da imagem de A pela funcao
a) f(z)=iz+%

b)g(z)=1+1)z.

1

0

22. (IME-78/79) Seja g:C — C a funcéo definida por: g(x +iy)=i(x +iy) + 2 + 3i.

2 2

Dada a elipse E = {x + iy| XT + y Ix, ye R} , determine sua imagem g(E) pela funcéo g.

9

23. (IME) Seja o conjunto A = {z e C||z|= 1}. Determine a imagem de A pela funcédo g, complexo
de variavel complexa, tal que g(z)=(4 +3i) . z++5—1i.

T
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24. Seja F:C — C tal que, paratodo z=x+YVi(x, ¥y € R), F(z) =iz + 2 + 3i. Determine o conjunto
dos complexos z cujas imagens por F estdo na reta de equacdo 3x +2y =5.

25. Calcule:
a) Li;

b) L(-e);
c) L(-1);

d) L1+i);

&) (-)V2;
f @+,

26. (IME-80/81) Calcule i

27. (IME-79/80) Sejam os numeros complexos z; e z, de imagens P;=(Xy, ¥1) € P> =(X5, Vo).

Seja 0 a origem do plano complexo. Mostre que os segmentos OP; e OP, séo perpendiculares se,
e somente se, 0 complexo t =2z;Z, € um imaginario puro.

28. Calcule o angulo formado pelos complexos i—2 e 3 +1i.
PROGRAMA IME — 1989 — NUMEROS COMPLEXOS

2 2

y

f:C>C . . . X .
. Seja o conjuntoA =<x+iyeC ?JFT: . Determine

01. (IME-76/77) Seja .
Z—>CZ+2+3i

0 conjunto B imagem de A pela fun¢éo f.

02. (IME-83/84) Quais as relagcbes entre os coeficientes a, b, ¢, d da equagéo
X2 +2(@+ib)x+c+id=0 de modo que ela seja satisfeita para um valor real x =k ? Notacao:
2

i”=-1.

03. (IME-74/75) Considere o conjunto dos nimeros reais R e 0 conjunto dos niimeros complexos
C. Sabendo que aeR, beR, Z;eC, Z,eC e que Zf+azf+b:0, Z§+a2%+b:0,

2
. ~ a
determine a relacéo r:F para que 0s pontos zi, z, € z (0, 0) no plano complexo formem um

triangulo equilatero, esbocando as solu¢des no plano complexo.

04. (IME-79/80) Um velho manuscrito descrevia a localizacdo de um tesouro enterrado: “H&
somente duas arvores, A e B, em um terreno plano, e um canteiro de tomates. A € uma mangueira,
e B é uma jaboticabeira. A partir do centro K do canteiro, meca a distdncia em linha reta até a
mangueira. Vire 90° a esquerda e percorra a mesma distancia até o ponto C. Volte ao canteiro.
Meca a distancia em linha reta até a jaboticabeira. Vire 90° a direita e percorra a mesma distancia
até o ponto D. O tesouro estd no ponto médio T do segmento CD”. Um aventureiro achou o
manuscrito, identificou as arvores mas, como o canteiro desapareceu com o passar do tempo, nao
conseguiu localiza-lo, e desistiu da busca. O aluno S& Bido, do IME, nas mesmas condi¢des, diz
gue seria capaz de localizar o tesouro. Mostre como vocé resolveria o problema, isto é, dé as
coordenadas de T em funcéo das coordenadas de A=(5, 3) e B=(8, 2).

05. Sejam 1, o, B, ¥, ..., A as raizes de x" =1. Calcule:

1-0)@-B)A-7)-.(1-2).
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06. Sejam X1, Xz, X3, X4, ..., Xn as raizes de x" + x™1+ ...+ x +1=0. Calcule:
1 1 1 1
+ + Fo .
X1—-1 Xo-1 x3-1 Xp—1

07. Qual o Ilugar geométrico definido no plano complexo pelo conjunto A, onde
A:{zec| (Z—i)(Z—i:4}?

08. Sejam a e k constantes reais, sendo a>0 e 0<k <1. Determine, dentre todos os numeros
complexos z que satisfazem a relacéo | Z—ai |£ak , 0 de menor argumento.

09. (IME-81/82) Determine o numero complexo z de menor argumento tal que: |z =i 30|315,

ondei:J—_l.

. , 1, ,
10. (IME-87/88) Seja z um numero complexo. Mostre que z=— é um numero real se e somente
z

se z é um nUmero real ou |z | =1.

11. (ITA) Seja zx um namero complexo, solucdo da equacao (z+1)5 +2z°=0, k=0,12 3, 4.
Provar que todos os z,, k=0, 1, ..., 4 estdo sobre uma reta paralela ao eixo imaginario.

12. Seja z € C tal que

1
z+=
2

=1. Ache o valor maximo de | z | .

e o (51 o (1 (51 o5

14. Calcule: 1+ 2i+ 3i% + 41> + ... + 2120,
15. (IME) Resolva a equacdo: 2% +2z° +4=0.

16. (IME) A parte real de um complexo é x>-2 ea parte imaginaria x\/E. Determine o valor
minimo do médulo desse complexo.

17. (IME) Seja A, a area da superficie do poligono plano P, cujos vértices sdo as raizes da
equacdo 7 +3i— x2" =0. Calcule lim A,,.

n—oo
18. (IME) Os complexos a, b, ¢ ttm como imagem os vértices de um tridngulo equilatero. Calcule
a?+b®+c?-bc-ca—ab.

19. (IME) Calcule e 2™ na forma trigonométrica e na forma algébrica, sabendo que A é a
ordenada do ponto onde a curva y =f(x) corta o eixo dos y, sendo f(x) um polinémio do terceiro

grau que passa por um minimo igual a 2 para x=1 e cujo resto da divisdo por x> +3x+2 6
-X+3.
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20. (IME) Sejam:

i) A, Breais, B=0;

i) n, k inteiros positivos. Para cada n, seja r, raiz principal (menor determinagdo) de indice n do
3mi

4ri 4
4n - Admitamos que Ae  +Be =k . Determine n de modo que % seja

M

namero: i*™1 4 j

minimo.
21. (IME) Determine n natural para que (x + k)" - x" —k" =0, onde k é um real diferente de zero e
2ni
x=ke3 .
PROGRAMA IME — 1989 — POLINOMIOS / EQUACOES ALGEBRICAS

01. Determinar os valores de m, n e p para 0s quais o resto da divisdo de 6x* - x3 + mx? + nx + p

por 3x3 - 5x% + 2 seja 2x2 —x +3.

02. O polinémio P(x), do 3° grau, é tal que P(n) = n® para n=1 2, 7 e 200. Calcule P(-1).
03. Divida 4x3 +12x% + 7x -7 por 2x — 3.

04. Determine m e n para que mx® +3nx® + x3 +1 seja divisivel por (x — 1)2 .

05. Desenvolver P(x) = x3 +4x? —5x+12 em poténcias de x —1. Determine os polindmios P(x)
do 4° grau tais que P(x) =P(1- x).

06. Determine p e q para que x3 +2x2 + px + q seja divisivel por x% 1.

07. O polinémio P(r) dividido por x +2 da resto 1, por x +1 da resto -1 e por x —1 da resto 1.
Qual o resto da divisdo de P(x) por (x + 2)(x2 -1?

08. Determinar um polinébmio inteiro em x, P(x), verificando a identidade:
P(x+2)-2P(x+1)+P(x)=x.

09. (ITA) Se P(r) ¢é um polinbmio do 5° grau que satisfaz as condicbes
1=P()=P(2) =P(3)=P(4)=P(5) e P(6) =0, ache P(0).

10. (ITA) Resolva; 5x3 —15x° —15x — 20 =0.

11. Construa uma equacéo polinomial do 4° grau com coeficientes reais sabendo que duas de suas
raizesséo 1+i el.

12. Achar as raizes da equacédo x3 —9x? + 23x — 15 =0 sabendo que estao em P.A.
13. Resolver a equacao x3 —5x% + 8x — 4 =0 sabendo gue uma das raizes é o dobro da outra.

14. A equacéo 4x3 - 3x% + 4x — 3 =0 admite uma raiz igual a i. Resolva-a.
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15. Ache a soma dos quadrados das raizes da equagédo x3 + ngz + 2\/§x +8=0.

16. Considere a equagéao x3 + px2 +gx +r=0, de coeficientes reais, cujas raizes estdo em PG.
Ache arelagdo entrep,ger.

17. (IME) Sabendo que a equacao x3+mx2 +n=0 (m, n reais) admite raizes complexas de

modulo B, exprima m em fungédo de n e .

18. (IME) Seja m um inteiro maior que zero. Calcule a soma dos cubos das raizes da equacgéo
mx* +8x% —139x? ~18x +9=0.

19. (IME) Dada a equacéo x* +4x3 —4cx +4d=0 (a, b, c, d racionais), determine a, b, c, d
sabendo que a mesma possui uma raiz dupla da forma a + b\/§ .

3+ x%+1=0, forme uma equacao cujas raizes sejam:

20. Se a, b, ¢ séo as raizes da equacao x
a)a+lb+1c+1;
b) &, bc
2 2 2
21. Se a, b, ¢ sdo as raizes da equacgédo x3 + px2 +gx +r=0, forme uma equacao cujas raizes
sejam:
a) ab, bc, ac;
b)a+b, b+c,a+c;
0= 23
a b c
d) ka, kb, kc.
22. Resolver as equacdes reciprocas:
a) 3x* —4x3 -14x% - 4x +3=0;
b) x* - 4x3 +5x% —4x +1=0;

c) 4x% —11x* +11x°> -4 =0.
23. Ache as raizes comuns dos polindmios Py(x) = x3—4x? +2x+3 e Po(x) = x3 +3x%2 -5x 4.

24. (IME) Determine as raizes comuns a x* —16x3 + 89x% —206x +168=0 e
x* —16x3 + 91x% - 216x + 180 =0.

25. (IME) ax® +bx+c=0 e mx? +nx + p=0 (an-b==0) possuem uma raiz comum. Determine-
a.

3

26. Ache a e b para os quais as equagfes X~ + ax’> +18=0 e x> +bx +12=0 tém duas raizes

comuns.
27. Calcule as raizes mdltiplas da equacao x3 - 6x% +12x -8=0.

28. Calcule as raizes mdltiplas da equacao x* —4x3 +6x% - 4x +1=0.
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29. (IME) Determine m para que a equacao x* —24x% +64x +m=0 possua uma raiz dupla, e
resolva-a.

30. (IME) Determine k para que a equacao x* —14x? + 24x —k =0 tenha quatro raizes desiguais.

31. (IME) Resolva 2x3 -~ 7x? +10x - 6 =0 sabendo gue uma das raizes é real da forma n/d sendo
n e d inteiros positivos primos entre si.

32. (IME) Resolva a equagédo x* +2x3 —12x? — 40x -32=0 sabendo gue ela possui raizes
multiplas.

PROGRAMA IME-1989 — POLINOMIOS/EQUACAO ALGEBRICA

01. (IME-76/77) Sejam X; e X, raizes da equacao x2 —(a+d)x+ad-bc=0, onde a, b,c,d € R.

Determine A de modo que xf e xg sejam raizes da equacao:

y2—(a3+d3+3 abc+3bcd)y+A=0.

02. (IME-76/77) Seja P3(x)=(X+D(x+3)(x+5)+k(x+2)(x+4), onde x € C. Determine o lugar
geomeétrico das raizes de P3(x) quando k assume os valores em R* desenhando este lugar
geomeétrico no plano complexo.

03. (IME-77/78) Determine as solu¢bes da equacgéo 36x3 ~12x2 -5x+1=0 dado gue uma de
suas raizes é a soma das outras duas.

04. (IME-77/78 — 2° concurso) Determine o valor de m, onde m € R*, para o qual as quatro raizes
da equacéo: x4 +(3m+2)x2 +m2 =0 estejam em progressdo aritmética, cuja razdo nao é
necessariamente real.

05. (IME-77/78 — 2° concurso) Achar a condi¢éo entre a, b, ¢ € R, a # 0, de modo que a soma de
duas raizes da equacao abaixo seja igual a soma das outras duas.

x4+ax3+bx2+cx+1:0

06. (IME-78/79) Seja a equacao x3 +px2 +gx+r =0 cujas raizes sdo: “a”, “b”, “c”. Determine “s”,
3

“t” e “u”, em funcao de “p”, “q” e “r", para que a equacéo X
e “ab”.

+sx2 +tx+u =0 tenha raizes “bc”, “ca”

07. (IME-79/80) Determine o polinémio f(x) de coeficientes racionais e do 7° grau, sabendo-se que
f(x)+1 é divisivel por (x—l)4 e que f(x)-1 é divisivel por (x+1)4.

08. (IME-79/80) Resolva as equacdes x3 —7x% -204x+1260 =0 e x5 -15x% —394x +840 = 0
sabendo-se que a primeira tem uma raiz cujo valor € o triplo do valor de uma raiz da segunda.

09. (IME-82/83) Determine o polindbmio P(x) do 4° grau, sabendo que P"(x) = ax2 +bx+c e que
P(x) é divisivel por P"(x).
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10. (IME-83/84) Determine o polindmio P(x)=x* +6x3 +bx% +cx+d tal que P(x)=P(1l-x),
P(0)=0 e P(-1) = 6.

11. (IME-83/84) Determine os valores de m para 0s quais as quatro raizes da equacao biquadrada
x4 - (3m+ 5)x2 +(m +1)2 =0 sejam reais e estejam em progressao aritmética.

12. (IME-74/75) Dado o polindbmio 2x% +x3 +px2 +0x+2, determine p e g de modo que ele seja

divisivel por (x —1)2 .

13. (IME-74/75) Dada a equagédo x* +ax3 +bx? +6x+d =0 determine a relagdo entre os seus
coeficientes para que a soma de duas raizes seja igual a soma das outras duas.

14. (IME-74/75) Resolva a equacéo x* +6x3 +13x2 +12x -5 = 0, sabendo-se que a soma de
duas das suas raizes é igual a soma das outras duas.

PROGRAMA IME ESPECIAL — ANALISE COMBINATORIA
01. Em um baile ha seis rapazes e dez mogas. Quantos pares podem ser formados para a danca:
a) sem restricdo;
b) se Lucia e Célia se recusam a dancar tanto com Manoel como com Claudio, e Haroldo ndo quer
dancar com Célia nem com Ana?
Resp.: a) 60; b) 54

02. Quantos numeros inteiros maiores que 53000, com algarismos distintos, podem ser formados
com os algarismos 0, 1,2, 3,4,5,6e 7?

Resp.: 90360

03. Uma bandeira é formada de sete listras que devem ser pintadas de trés cores diferentes. De
quantas maneiras distintas sera possivel pintd-la de modo que duas listras adjacentes nunca
estejam pintadas da mesma cor?

Resp.: 192

04. (IME) Quantos numeros de quatro algarismos distintos podem ser formados com os algarismos
0,1,2,3,4e5?

Resp.: 300

05. Um carro de montanha russa é formado por dez bancos de dois lugares cada um. De quantos
modos dez casai se podem sentar nesse carro?

Resp.: 3628800 x 2*°

06. De quantos modos podemos distribuir dez cartas de um baralho a dois parceiros, podendo eles
receber quantidades desiguais de cartas, sendo que cada um deve receber ao menos uma carta?

Resp.: 1022

07. Quantos embrulhos é possivel formar com cinco livros de Matematica, trés de Fisica e dois de
Quimica, ndo sendo diferentes os livros da mesma matéria?
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Resp.: 71
08. Prove que 11+ 22+ 313+...+nln=(n+1!-1

09. Formam-se todos 0s numeros de seis algarismos, sem o0s repetir, com os algarismos do
namero 786.415. Colocando-se em ordem crescente, qual a posi¢cdo do nimero dado?

Resp.: 597°

10. De quantos modos n pessoas podem sentar-se em n cadeiras enfileiradas:
a) sem restricoes;

b) ficando A e B sempre juntas?

¢) sem que A e B fiquem juntas?

d) ficando A, B e C juntas?
e) ficando A, B e C juntas, e D e E separadas uma da outra?

Resp.:a)nl; b)2.(n-1); ¢c)(n=-2).(n-1) d)6.(n-2); e)6.(n-4).(n-3)

11. Em uma urna ha 2n bolas, numeradas de 1 a 2n. Sacam-se, uma a uma, todas as bolas da
urna.

a) de quantos modos se pode esvaziar a urna?

b) quantos séo os casos em que os k ultimos nimeros (k < 2n) aparecem nas k Ultimas sacadas?

€) quantos sdo 0s casos em que as bolas de nimeros impar aparecem nas sacadas de ordem
par?

Resp.: a) (2n);; b) (2n—k)!. k!; c) (n!)?

12. Determine o nimero de anagramas da palavra CAPITULO que ndo possuem vogais € nem
consoantes juntas.

Resp.: 1152

13. De quantos modos se pode iluminar uma sala com n lampadas?

Resp.: 2" -1

14. De quantos modos se pode dispor doze objetos distintos em trés grupos de quatro objetos?

Resp.: 5775
15. Calcular o namero de divisores positivos do nimero N = 2% .3.52.7%.

Resp.: 120

16. Em um congresso de professores ha 30 professores de Fisica e 30 de Matematica. Quantos
comissfes de oito professores podem ser formadas:

a) sem restricdes;

b) havendo pelo menos trés professores de Fisica e trés de Matematica?

Resp.:a) C8y; b) 2.C3, . C3 +(c§0)2

17. Dados n pontos distintos de uma circunferéncia, quantos sdo os poligonos que podemos
formar, convexos, cujos vértices sao escolhidos entre esses pontos?
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Resp.: 2" - (Cg +CL+ C%)
18. Quantas diagonais possui o dodecaedro regular?
Resp.: 100

19. Dados n pontos de um plano, ndo havendo 3 colineares, quantos sao:

a) os segmentos de reta cujas extremidades sé@o escolhidas entre esses pontos?

b) os triangulos cujos vértices sao escolhidos entre esses pontos?

¢) os quadrilateros cujos vértices sdo escolhidos entre esses pontos?

d) os poligonos de n lados cujos vértices séo esses pontos?

€) no maximo, os pontos de interse¢do das retas formadas por esses pontos, excluindo-se desse
namero os n pontos dados?

— NI
Resp.:a) C2: b) c3: ¢)3cC?: d) (”21)'; e) 3 c?

20. Dados 7 pontos distintos de uma circunferéncia, quantos sdo os poligonos que podemos
formar cujos vértices sao escolhidos entre esses pontos?

Resp.: 1172

21. Sdo dados n >4 pontos coplanares, dos quais k >1 estdo sobre umaretar (4 +k <n), e entre
os demais ndo ha 3 alinhados entre si. Pede-se:

a) o total de triangulos que podem ser formados com vértices nesses pontos;

b) o total de quadrilateros com vértices nos pontos dados.

Resp.: a) (n—K)CZ + kC2 +C3 (= Cf -~ CEparak = 3); b) 3|C4, +kc3, + C2CZ,|
22. Sao dados m>1 pontos distintos sobre uma reta r, e k >1 pontos distintos sobre a reta s
paralelaar.

a) quantos triangulos podem ser formados com vértices nestes pontos?
b) quantos quadrilateros convexos podem ser formados com vértices nestes pontos?

Resp.: a) mCE +kC2; b) CE . Cﬁq

23. Um total de 28 apertos de mao foram trocados no fim de uma festa. Sabendo que cada pessoa
cumprimentou todas as outras, pergunta-se o nimero de pessoas presentes a festa.

Resp.: 8

24. Das letras do alfabeto, quantos subconjuntos de trés letras existem, de modo que duas letras
quaisquer de cada subconjunto ndo sejam consecutivos no alfabeto?

Resp.: 2024
25. (IME) Se C., = % n, calcule n.

Resp.: 6

26. De quantos modos se pode preencher um cartdo da loteria esportiva (13 jogos) com:
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