RUMOAQITA !

Gabarito IME 2006 — Matematica

Questao 1

Elevar uma matriz diagonal a uma poténcia € trivial, uma vez que das
multiplicagcOes de matrizes sucessivas, o resultado vird de apenas elevar os
termos da diagonal principal a potencia desejada:

1" 0

Mas, do enunciado:
n _ -1 -1 -1 = _1. A0, -1 AL -1 ceee AL
B _(P .A.P)(P.P )(P .A.P) P A(PP )A(PP ) AP

%f_/
I I

n vezes
P LAA. AP=PLA"P
%/_/
n vezes
Logo:
det(B™) =det(P™".A" P)=det(P™" ).det( A" ).det(P)
1

det(P)

.det(A™).det(P) = det(A“ )

. 1\0
Com isso: det(An):det(Bn):(zj

Resposta:

det(An)z@“

det(An) = (detA)" = Zln
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Questao 2
Do enunciado:
A(k) = ;.ak 'bk
1 4 8
Ak+1)==. b1 =—.a..b, =—A(k
(k+1) 2ak+1 k+1 15ak k 15 (k)

Temos também:

A1) = ;.30.42 =630

Assim, a soma de todas as areas de todos os triangulos, com k tendendo a
infinito:

limZA(k)zl i((11<)+1) :163(; 1350
T AK) 15

Resposta: 1350 u.a.

Questao 3

Usando propriedades de troca de base de logaritmos:

3log, oc+—10g3 B _ 10

log, _
{310g3a+10g9ﬁ:10 log, 9 3log; a+ 2 =10
— — -
log, o —2log, f =10 log, o log,
—=—-2lo =10 —=3=_2lo =10
log, 9 g B > g

6log, a+1lo =20 log;a =4
{ g3 gSIB _){ s _)10g3a+10g3ﬂ:0—>10g3a,6’=0—>

log, o —4log, =20 log, B =-4

P=aof=1

1 =ab -1
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Questao 4

O triangulo retangulo cuja
hipotenusa é (r + r*) e os
catetos sao t e (r — r*) nos
da a seguinte relacao
(Pitagoras):

t2+(r—r*)2 = (r+1%)?

t? =4rr*
Dai, pelo teorema de Pappus-Gouldin: S =2m.r, .t

Onde rm € a distancia do centro de gravidade da reta tangente t (seu ponto
médio) ao eixo OO*.

Da figura:

— (r +2r *j_ coso» onde o € o angulo entre o cateto AA* e a hipotenusa.

I'm

S= 2.7‘5.(r +2r j(ll.r.r j = S=4.nrr*

r+r*
%f_/

cosa

S=4.mxrr*
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Questao 5
Observe que:
(senx + cos x)? = sen?x + cos 2x + 2senx.cos X = 1 + sen2x vxelR
1 sen2x

Logo, o conjunto solugao sera restrito apenas pelo universo de existéncia do
logaritmo.

(i) 1+sen2x>0 , 0 que OCOITe 3 2} 4

(ii)
senx+cosx>0 = ﬁ.[f.senx+f.cosx) >0

sen(x+%)

Para isso, devemos ter:

T T 3r
O<x+—<mt = ——<X<—
4 4 4

n
(iii) genx+cosx#1 = x#0 e x;tE

Da intersecao das restrigoes (i), (ii) e (iii), e da restricao do enunciado

T T
Xe[_“,“} , teremos: —~<x<0 ou 0<x<-—
2°2 4 2

Resposta:

—E<x<0 ou ()<x<E
4 2

:.} ==
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Questao 6

Para existir o quadrilatero devemos ter que o ponto S ndo pode estar sobre o
eixo OX.
Seja o ponto R =(t,¢+1), e o ponto S = (x, y) . Do perpendicularismo,
concluimos as relagoes:

X+2 142

—=-1
y t+1

Igualando as duas, temos:
(x+2)(t+2)=(x-1)(t-1) = tx+2x+2t+4=tx—x—-t+1
=t=-x-1

Substituindo na segunda equagao, encontramos:

=-1

x—l'—x—2
y —Xx
(x=D(x+2)=—xy

Logo, a equacdo procurada é: Xy + X 24 x—2=0

Resposta:
xy+x2+x—2=0 x#1
(B>-4AC > 0, género hipérbole)

EXTRA: Nio foi pedido, mas podemos identificar a conica hipérbole, utilizando
uma rotac¢ao de eixos. (Veja Apéndice da Resolucio).

—i e
— =
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Questao 7

Sabemos que m =r,.r,, logo m é inteiro. Para as raizes serem inteiras, por

—(m=15)%./(m-15)" -4
Baskara 7,7, = (m=15) gm ) ~4m , 0 que implica /(m—15)" —4m ser

inteiro.

Sendo q inteiro positivo

q=+/(m=15)" —4m = ¢* = m* —30m+225—4m=m’ —34m+225=(m—17)" — 64
Logo (m—17)" —¢* =64 = (m—17+¢)(m-17-¢) =64

Os valores possiveis obtidos sao
(lembrando que
m—-17-qg>m—-17-q):

m—-17—-qg=2 m—17-qg=4

= m=34 =>m=27
m—17+q =32 m—17+q=16
m—17—q =38 m—17—-g=32

=>m=25 m=0
m—17+q =28 m—17+q=2
m—-17-g=16 m—17-q=38

=>m=7 =>m=9
m—-17+g=4 m—17+¢qg=38

Conferindo na equacao original, verificamos que todos os valores sao validos.

Resposta: m ={0,7,9,25,27,34}
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Questao 8

Notacdo: | x | = Piso de x= maior inteiro menor que x.

(1) Se n+m é par:
Nao ha uma bola central, e como deve ser simétrico, a quantidade de bolas
pretas e de bolas brancas deve ser igual nas duas metades. Logo m e n devem

ser pares.
A segunda parte € simétrica a primeira, logo € definida pela primeira metade. A

)

primeira metade pode ser montada de (— maneiras.
m}l(”j!

2)\2)

(i)  Sen+m é impar:

Se m é impar, ha uma bola preta central e L%J pretas e [gJ brancas de cada

6

4G

- Se n e m sao impares 0
ain
;|

- Caso contrario ——=—
HiEl

lado. Podemos montar de maneiras

Se n é impar, analogamente:

Ou seja:

—_— '{:&' T ‘
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Questao 9

Dividiremos a solu¢dao em dois casos:
» a+tb+c=0()
» atb+c#0(D)

Caso (I):
Por propriedades de razdes e proporcdes:

a+b_b+c_c+a:> a+b+c b+c+a c+a+b

C a b C a b
Como: a4btcx0>t-t-1 0 p-c
C a
Logo: a+b:a+a:2
C a
Caso (II):
Se(@+b+0)=0  atb=-cmTPo g
C

Resposta: 2 ou -1

=, e ‘
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Questao 10
f:-No>R
S n+1
kzzof(k) = 2008.(n+2)

Logo, temos que:

2005
3 (k) = 2008.(2006)

2006 (2007)

> £(k)=2008.
2008

k=0

Subtraindo, a 1 equagao da 2%
2 _ —
£(2006) = 2008.(2007 B 2006) _ (2007 (2007 —1).(2007 + 1)) _

2008 2007 2007
_ (20072 —(20072— 12)) 1
2007 2007
Logo: _L___ 507
£(2006)
Resposta:
- 2007
£(2006)

— ‘
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Apendice
A equacao encontrada na questao 6, para o lugar geométrico de S foi:

xy+x2+x—2=0

Das equagoes de translacao de eixos temos:
2x+y+1=0
. C=(0,-1)
x=0

Ou seja, a curva tem centro em (0,-1) e com isso F'=-2.

A'+C=A+C
—4A’'C'=B2-4AC

uma rotagao que elimine o termo retangular da curva.

Das propriedades de rotagao, usaremos que: { para obtermos

A'+C'=1
Logo, A" e C sdo as raizes de: x2—x—1:0 kzli\/f

AC=-= 4 2
4

A curva ap6s devidas rotagdo e translagao é:

x'2 ~ y'z 1
1+42) (+2-1
4 4

(Equagao Reduzida da Hipérbole Rodada)

O angulo de rotagao 0 é dado por:
tg20=—D_— 1. p=T"
A-C 8

—_— '{:&' T ‘
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Comentario da Prova

Nota-se nitidamente que o estilo da prova de matematica do IME mudou do ano
passado para esse ano, sendo bem menos desafiadora comparada aos anos
anteriores. Havia muitas questdes com respostas simples e diretas, com pouco
desenvolvimento algébrico, porém que requeriam atencao por parte do
candidato a pequenos detalhes. Acreditamos que ira melhor o candidato que
estiver mais atento (tendo vantagem até sobre os melhor preparados).
Aguardamos (com esperanca) que o nivel das provas de fisica e de quimica nos
dias seguintes nao continue a nos desapontar.

Equipe Rumoaoita na Correcao:

Alessandra Porto, Caio Guimaraes, Renato Lira, Rodolfo Ramos, Luiz Adolfo
Schiller, Rafael Daigo, Rafael Marini, José Mario, Filipe Moreira

RUMOAQITA



